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1. Fra Lissajou’s stemmegafler til computergenerere de geometriske kunstværker 
Lissajou-figurer er navnet på en bestemt gruppe af geometriske figurer, som udmærker sig ved en 
utrolig mangfoldighed, og som udøver en æstetisk fascination, der kan lede tanken hen på en anden 
gruppe af geometriske figurer, fraktalerne, selv om de to matematisk set slet ikke er i familie med 
hinanden. 

Lissajou-figurer kendes typisk fra oscilloskopet, hvor de dannes, når den lodrette og den vandrette 
katodestråle svinger i et såkaldt harmonisk forhold, dvs. når de to svingninger forholder sig til hin-
anden som to hele tal. Fænomenet er opkaldt efter den franske fysiker J.-A. Lissajou (1822-80), der 
længe før de elektroniske måleinstrumenters tid fandt på en måde, hvorved han kunne synliggøre 
lydsvingninger. Han anbragte på spidsen af en stemmegaffel et lille spejl, og idet stemmegaflen nu 
sættes i svingninger, vil en lysstråle som rammer spejlet kastes tilbage, således at den aftegner en 
linje, når den opfanges på en skærm. Egentlig handler det om en lysplet, der bevæger sig frem og 
tilbage, men så hurtigt, at man ikke når at opfatte selve bevægelsen. Linjens længde er afhængig af 
hvor kraftigt stemmegaflens udsving er, dvs. den er et udtryk for svingningens amplitude – som 
akustisk giver sig til kende ved tonens styrke. Frekvensen, hvormed stemmegaflen svinger, og som 
akustisk giver sig til kende som tonehøjden, kan man ikke umiddelbart aflæse på denne måde. 

Lissajou gjorde nu yderligere det, at han lod den reflekterede lysstråle ramme et andet spejl, som var 
monteret på en stemmegaffel, der svingede i et plan vinkelret på den første. Når lysstrålen nu ram-
mer skærmen vil den ikke længere aftegne sig som en linje, men den vil bevæge sig rundt på skær-
men – hvordan afhænger af de to stemmegaflers frekvens og amplitude. Vi kan fortsat ikke aflæse 
frekvenstallene, men vi kan aflæse forholdet mellem frekvenstallene. Er dette forhold 1 : 1, og er 
forholdet mellem amplituderne også 1 : 1, vil lysstrålen bevæge sig rundt i en cirkel; er amplituder-
ne derimod forskellige, vil lysstrålen bevæge sig rundt i en mere eller mindre aflang ellipse. Det er 
en sådan figur der ses i nedenstående gengivelse af Lissajou’s opstilling (Poul La Cour og Jacob 
Appel: Historisk Fysik, 1896, Bd. 1, s.463). 

 
Figur 1 

Det interessante er imidlertid, at der vil opstå en unik figur, hver gang de to frekvenser forholder sig 
til hinanden som to hele, uforkortelige tal. Det er disse figurer, som kaldes Lissajou-figurer. Men 
som sagt kan disse figurer langt nemmere dannes ved hjælp af et oscilloskop. Fuldstændig kontrol 
over en figurs form får man dog først, når man genererer dem direkte på grundlag af de ligninger, 
hvorved de som kurver er beskrevet matematisk. Det har man i teorien været i stand til, lige siden 
trigonometriske funktioner og tabeller blev taget i brug i slutningen af 1500-tallet, og Descartes ind-
førte koordinatsystemet og udviklede den analytiske geometri et stykke op i 1600-tallet. Men kurven 
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skal ikke være særlig kompliceret, før vi skal beregne tusindvis af punkter for at få et realistisk ind-
tryk af en kurves form, og det betyder i praksis, at beregningsarbejdet har været uoverkommeligt 
helt frem til den nyeste tid, hvor man kan overlade dette arbejde til en computer. Med programmet 
LissaDraw kan selv meget komplicerede Lissajou-figurer beregnes på få sekunder – alt imens figu-
ren tegnes på skærmen, og data for hver af de tusinder af beregninger samles i en tabel. Det åbner 
for en helt ny verden, hvor matematik og kreativitet går op i en højere enhed, og hvor mange af re-
sultaterne uden overdrivelse kan betegnes som geometriske kunstværker, således som det også vil 
fremgå af de følgende eksempler. 

2. Det matematiske princip bag Lissajou-figurerne 
Ligesom man kan bruge en computer uden at forstå, hvad der foregår inde i den, kan man også bru-
ge programmet LissaDraw uden at forstå den bagvedliggende matematik. Man skal blot indtaste 
nogle tal, og når man derefter klikker med musen vil der vise sig en eller anden figur på skærmen. 
Men denne lotterimetode er ikke særlig tilfredsstillende; det begynder først at blive spændende, når 
man begynder at forstå, hvad tallene står for, og lærer at styre tegneprocessen. 

Man skal heller ikke arbejde ret længe med programmet, før man næppe kan undgå at opdage en 
sammenhæng mellem figurens form og de tal man indtaster – og man vil således ad erfaringens vej 
selv opdage mange af de lovmæssigheder, der styrer figurens form; men man vil uden tvivl komme 
hurtigere i gang med at bruge programmet kreativt, hvis man fra starten sætter sine erfaringer ind i 
en forståelsesmæssig ramme – dvs. hvis man  forstår den grundlæggende matematik bag figurerne. 

Det handler i al enkelhed om, hvordan man matematisk kan beskrive et kredsløb i forhold til et al-
mindeligt koordinatsystem med en x- og en y-akse. I sin enkleste form kan et kredsløb beskrives 
som et forløb på en cirkel, idet ethvert punkt i forløbet udtrykkes som vinklen mellem det givne 
punkt og begyndelsespunktet. Sidstnævnte placeres per tradition som ”klokken 3” på cirklen, og 
rotationsretningen defineres modsat uret. 

I figur 2A er begyndelsespunktet betegnet ved 0 og et givet punkt i forløbet er betegnet ved t (der-
med antydes, at forløbet kan tolkes som et tidsforløb – sådan som vi også oplever det, når vi ser 
figuren forme sig på skærmen). Vi kan vælge at udtrykke t i grader (hvor et helt kredsløb som be-
kendt er på 360°), eller vi kan udtrykke det i radianmål, dvs. som en brøkdel af p, idet cirklens om-
kreds som bekendt er 2p, når radius sættes lig med 1. Heraf følger eksempelvis at 90° svarer til ra-
dianmålet p/4. I den tabel, der automatisk fremkommer, når en figur genereres i programmet, er t 
udtrykt både i grader og i radianmål. 

       

Figur 2 
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Men her handler det altså om at udtrykke forløbet i forhold til et koordinatsystem; hvordan det sker, 
er illustreret i figur 2B. Her er punktet t på cirklen defineret ved koordinaterne (x, y), hvilket er 
markeret ved punktets projektion på hhv. x-aksen og y-aksen. Idet radius sættes lig 1, fremgår det af 
figuren, at for t = 0°  gælder det, at x = 1 og y = 0. Efterhånden som t vokser, vil x aftage og y vil 
tiltage – indtil det punkt, hvor t = 90°; i dette tilfælde bliver x = 0 og y = 1. Fortsætter vi nu kreds-
løbet ud over 90°, vil x blive negativ, mens y vil begynde at gå tilbage mod 0 – indtil det punkt, 
hvor t = 180°; her er x = ÷1 og y = 0. Fortsætter vi videre kredsløbet ud over 180°, bliver nu også  y 
negativ, mens x begynder at gå tilbage mod 0 – indtil det punkt, hvor t = 270°; her er x = 0 og y = 
÷1. Endelig går begge koordinater tilbage mod udgangspunktet, når vi fortsætter kredsløbet ind i 
den sidste af de fire kvadranter – kredsløbet er sluttet! Hvert kredsløb kaldes også en periode. 

Koordinaterne x og y siges at være funktioner af t, og den matematiske betegnelse for disse funktio-
ner er hhv. cosinus og sinus. Som det fremgår af ovenstående, er disse funktioner ikke lineære, dvs. 
de vokser og aftager ikke parallelt med t, men de bevæger sig snart i den ene, snart i den anden ret-
ning, idet de hele tiden svinger mellem +1 og ÷1. Dette kommer markant til udtryk, når vi lader t 
bevæge sig i forhold til den vandrette akse, og funktionen i forhold til den lodrette, således som det 
ses i figur 3 og 4, der viser 4 perioder af hhv. en sinus- og en cosinusfunktion. 

 

Figur 3 

 

Figur  4 

De to kurver er fuldstændig ensdannede, men forskudt 90° i forhold til hinanden. Når sinus- og co-
sinus-funktionerne med et fælles navn omtales som trigonometriske funktioner, er det af historiske 
grunde, nemlig fordi de oprindeligt blev brugt i forbindelse med trekantberegning. Undertiden kal-
des de også cirkulære eller cykliske funktioner – betegnelser der bedre dækker, hvad de egentlig står 
for; sinus- og cosinus-funktionerne optræder nemlig i matematikken overalt, hvor et kredsløb er 
inde i billedet – og det er som sagt netop, hvad Lissajou-figurerne handler om. 

Lissajou-figurerne dannes, idet vi lader sinus-funktionen forløbe i forhold til den lodrette akse, sam-
tidig med at vi lader cosinus-funktionen forløbe i forhold til den vandrette akse (det kan naturligvis 
også være omvendt, hvad der i det følgende er flere eksempler på). De to funktioner udtrykkes da 
ved ligningerne 1: 

x = 1 ´  cos (1 ´  t)  

                                                 
1 I matematiske formler vil man normalt udelade multiplikationstegnene, når de som her er underforståede, og man vil 
også undlade at skrive konstanten, hvis den er 1. Den her anvendte notationsmåde er valgt for at skabe overensstemmel-
se mellem tallene i parameterfelterne på den ene side og ligningerne på den anden – dette ikke mindst af hensyn til den 
læser, som er uvant med at tolke matematiske formler. 
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y = 1 ´  sin (1 ´  t )  

Dermed er vi tilbage ved figur 2B – de to funktioner definerer jo tilsammen punkterne på en cirkel. 
De udgør det, man kalder cirklens parameterfremstilling. Cirklen er den simpleste af alle Lissajou-
figurer; den fremstiller det grundlæggende kredsløb, og alle andre Lissajou-figurer fremkommer, 
idet kredsløb med forskellige perioder kombineres. Eksempelvis udtrykker de to formler 

x = 1 ´  cos (3 ´  t)   

 y = 1 ´  sin (2 ´  t)  

at 3 perioder afvikles i forhold til den ene akse, samtidig med at 2 perioder afvikles i forhold til den 
anden. Det resulterer i dannelsen af denne figur:  

 

Figur 5 

De figurer, Lissajou var i stand til at fremstille med sine stemmegafler, er alle af formen 

x = m ´  cos (a ´  t)     

y = n ´  sin (b ´  t)  

hvor m, n, a og b kan antage diverse heltallige værdier. Eftersom rækken af hele tal er uendelig, er 
der i princippet ingen grænser for, hvor mange figurer, der på denne måde kan dannes; men de er 
alle variationer over samme tema og derfor temmelig trivielle trivielle. 

Opstillingen på næste side viser i tabelform hvordan figurerne udvikler sig, efterhånden som a og b 
antager værdier mellem 1 og 5. Værdien af m og n er i alle tilfælde 1. Den vandrette talrække angi-
ver værdien af a, den lodrette angiver værdien af b. 

Det begynder for alvor at blive interessant, når vi lader x eller y eller dem begge være en sum eller 
differens af flere led, hver især er en sinus- eller cosinusfunktion. Et smukt eksempel er 

x =  1 ´  cos ( 1 ´  t) + 0,5 ´  cos (7 ´  t) + 0,2 ´  cos (49 ´  t) 

y = 1 ´  sin ( 1 ´  t) + 0,5 ´  sin (7 ´  t) + 0,2 ´  sin (49 ´  t) 

som resulterer i dette kniplingsbroderi (som man kan læse mere om i teksten til Figur 16): 

 

Figur 6
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Tabel over Lissajou-figurer af formen  x = cos(a ́  t) og  y = sin(b ́  t), 

hvor a og b antager værdier mellem 1 og 5 
  

Der er i Figur 6 tale om en kombination af tre kredsløb, der forholder sig til hinanden som 1 : 7 : 49. 
1. led er det grundlæggende kredsløb, en cirkel; 2. led danner 6 (ikke 7!) ”epicykler” på denne cir-
kel, og 3. led danner yderligere 6 ”epicykler” på hver af de førstnævnte. Læg mærke til at i dette 
eksempel er også amplituderne forskellige. Når amplituden i 2. led er 0,5 betyder det, at dette led 
kun bidrager halvt så meget til figurens udstrækning som 1. led, og når den i 3.led er 0,2 betyder det, 
at dette led kun bidrager med en femtedel. Størrelsesforholdet mellem amplituderne er altså i dette 
tilfælde 1 : 0,5 : 0,2 (NB. 10 : 5 : 2 ville give samme resultat). 

Fordi de nævnte forhold er ens for begge koordinater bliver figuren symmetrisk. Er forholdene der-
imod forskellige, fremkommer mere eller mindre assymmetriske figurer. Der er ingen grænser hvor, 
hvor sært forvredne figurer man kan frembringe, ved at ændre på disse forhold – figurer, som under-
tiden synes at vride sig i en dimension, der står vinkelret på papiret, som eksempelvis denne ”huma-
noide”: 
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Figur 7 

der er bestemt ved ligningerne: 

x = ¸ 1 ´  sin ( 1 ´  t) + 0,5 ´  sin (131 ´  t) + 0,2 ´  sin (4 ´  t)  

y =  1 ´  cos ( 1 ´  t) + 0,5 ´  cos (132 ´  t) + 0,1 ´  cos (5 ´  t) 

Bemærk, at sinus-funktionerne denne gang optræder i x-koordinaten og cosinus-funktionerne i y-
koordinaten – i modsat fald ville figuren ligge ned. Den negative amplitude i x-koordinatens 1. led 
bevirker, at figurens ”hoved” vender opad – havde fortegnet været positivt, ville det vende nedad.  

Uanset hvor forvreden og skæv en Lissajou-figur ser ud, vil den dog så godt som altid virke harmo-
nisk og æstetisk – en følge af, at figuren ned til mindste detalje er bestemt af et overordnet princip; 
Også uden at forstå matematikken fornemmer vi, at figuren har sin egen immanente logik.  

Sammenfattende viser eksemplerne, at hvert led i ligningerne indeholder to parametre – og det er 
disse parametre, der skal indtastes for at få genereret en Lissajou-figur. Den første parameter, ampli-
tuden, som vi vil betegne som m, når der er tale om x-koordinaten , og som n, når der er tale om y-
koordinaten, bestemmer hhv. figurens bredde og højde. Den anden parameter, frekvensen, som vi 
vil betegne som a, når der er tale om x-koordinaten, og som b, når der er tale om y-koordinaten, 
udtrykker antallet af kredsløb i forhold til enheden 1. Er der tale om flere led, vil vi nummerere de 
enkelte parametre: a1, a2, a3 osv.2 

Bemærk at det i denne forbindelse ikke er parameteren, der varierer – den variable i ligningerne er 
nemlig t. Parametrene optræder derimod som konstanter inden for én og samme figur. Når vi nu 
ændrer en eller flere af parametrene, ændrer vi selve figurens form – og det er det, der er idéen bag 
LissaDraw. Figuren er et geometrisk udtryk for løsningsmængden af de to ligninger. 

I LissaDraw kan vi operere med op til tre led i såvel x-koordinaten som y-koordinaten, dvs. med op 
til 6 amplitudeparametre og 6 frekvensparametre. Det generelle udtryk for de to koordinater bliver 
da: 

x = m1 ´  ƒ(a1 ´  t) + m2 ´  ƒ(a2 ´  t) + m3 ´  ƒ(a3 ´  t) 

y = n1 ´  ƒ(b1 ´  t) + n2 ´  ƒ(b2 ´  t) + n3 ´  ƒ(b3 ´  t ) 

Som vi siden skal se eksempler på behøver funktionen ikke nødvendigvis at være cosinus i x-
koordinaten og sinus i y-koordinaten; derfor er den her erstattet af det generelle symboltegn  f. 

                                                 
2  En sådan nummerering vil man normalt skrive som et mindre indekstal: m1, m2 m3 osv. Denne typografi er imidlertid 
problematisk i forbindelse med programmering, så for at få overensstemmelse mellem nærværende tekst, og den måde 
LissaDraw udskriver ligningerne på, vælges konsekvent almindeligt talformat. 
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Programmets brugerflade skal altså grundlæggende være baseret på, at man efter eget valg kan ind-
taste op til 6 forskellige frekvensparametre og 6 forskellige amplitudeparametre, hvortil kommer, at 
man i hvert tilfælde skal have mulighed for at vælge mellem sinusfunktionen og cosinusfunktionen. 
Om brugerfladen handler det næste afsnit. 

3. Brugerfladen 
LissaDraw er skrevet i programmeringssproget VisualBasic 6, og den brugerflade, programvinduet, 
man arbejder med på skærmen, ligner i princippet de øvrige Windows-baserede programmer. 
Programvinduet er delt i det grå område til venstre, kaldet kontrolfeltet, fordi det er herfra tegningen 
styres, og det lyse område til højre, kaldet tegnefeltet, fordi det er her Lissajou-figurerne kommer til 
syne. Kontrolfeltet er igen opdelt i to parameterfelter, et for hhv. x-koordinaten og y-koordinaten, 
hvortil kommer et felt, hvor man kan vælge automatisk ændring af en eller flere  parametre (herom 
senere). Parametrene indtastes i de hvide tekstboxe. Nederst i kontrolfeltet ses et mindre felt med 
overskriften Display; her vælges diverse indstillinger, der har med selve tegningen at gøre, såsom 
skalering, stregtykkelse, opløsningsgrad osv. 
 

 

Figur 8 

I det smalle felt over tegnefeltet vises de aktuelle ligninger automatisk, når tegneprocessen er afslut-
tet – det betyder, at der altid er overensstemmelse mellem ligningerne og den aktuelle figur, hvor-
imod tallene i tekstboxene både kan gælde den aktuelle figur, og en figur som endnu ikke er tegnet. 
Endelig giver de knapper, der er anbragt neden under kontrolfeltet, adgang til nogle af de funktio-
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ner, vi kender fra andre computerprogrammer. Man kan således gemme den aktuelle figur som en fil 
(dvs. det er ikke selve tegningen som gemmes, men de data som er indtastet i tekstboxene; hver fil 
fylder kun 1 KB, så man skal ikke holde sig tilbage for at gemme interessante data for figurer); man 
kan åbne allerede gemte data, og dermed hurtigt få gentegnet en figur, man tidligere har arbejdet 
med; man kan kopiere en figur til et andet program (f.eks. for at indsætte figuren i et tekstbehand-
lingsprogram eller vedhæfte den til en e-mail; kopieret på denne måde fylder en figur 32 KB), og 
man kan få udprintet den aktuelle figur på papir. En sidste knap henvender sig specielt til den ma-
tematisk interesserede; den åbner for den før omtalte tabel, der automatisk genereres for hver ny 
figur, der tegnes; ved hjælp af en særlig cursor, en rød plet, kan man på figuren få markeret det sted, 
der svarer til et givet koordinatsæt i tabellen. 

4. Hvordan man tegner og sletter en figur og afbryd er en igangværende tegnepro-
ces 
Når man i parameterfelternes tekstboxe har indtastet amplitude- og frekvensparametrene og event. 
har foretaget de nødvendige justereringer i displayfeltet, tegnes figuren automatisk, idet man med 
venstre museknap klikker i tegnefeltet samtidig med at man holder CTRL nedtrykket. Klikker man 
med højre museknap et sted i tegnefeltet, får man vist koordinaterne for det pågældende sted; koor-
dinaterne vises kun så længe knappen holdes nedtrykket (dette er kun tænkt som en foreløbig orien-
tering og kan ikke erstatte den tilsvarende funktion, der styres fra tabellen). 

En figur slettes automatisk, så snart man begynder at tegne en ny; der kan dog være situationer, hvor 
man ønsker manuelt at slette en figur, og det gøres ganske enkelt ved at man klikker på DELETE. 
Klikker man på DELETE mens tegneprocessen er i gang, vil den del af figuren, der allerede er teg-
net, blive slettet, og tegneprocessen fortsætter fra det punkt, hvor man klikkede. 

Der kan også være situationer, hvor man ønsker at afbryde en igangværende tegneproces – f.eks. 
hvis man finder ud af, at opløsningen er så høj, at tegningen vil tage urimelig lang tid. Tegneproces-
sen afbrydes ved at man klikker på ESC (ved høje opløsninger kan det vare et par sekunder).    

5. Indtastning af parametrene 
Programmet accepterer kun indtastning af tal og event. minus og decimalkomma; hvis man indtaster 
andre tegn, vil programmet ikke vide hvad det skal stille op med dem. I nogle tilfælde giver endda 
kun positive hele tal mening; i enkelte tilfælde vil indtastning af 0 fører til situationen “division med 
0”, som vil få ethvert computerprogram til at gå i baglås, hvis det ikke forhindres på den ene eller 
anden måde (det gælder selvfølgelig ikke, hvis et 0 indtastes efter et andet ciffer!)  

For at spare brugeren for hele tiden at skulle være opmærksom på disse faldgruber, er programmet 
indrettet sådan, at det blokerer for indtastning af ugyldige tegn. Hvis man altså undrer dig over, at 
der ikke viser sig noget i en tekstbox, når man trykker på en taste, så er forklaringen den, at man har 
valgt et ugyldigt tegn. De fleste andre fejlmuligheder skulle være forhindret ved at der dukker en 
fejlmelding op på skærmen, når man forsøger at tegne figuren (men man vil utvivlsomt kunne pro-
vokere programmet til at gå ned!) 

Når programmer starter op, vil der i hver tekstbox allerede stå et tal. Dette er default-værdierne (de-
fault er computerslang for start-op indstillingerne). I parameterfelterne er tallene valgt sådan, at de-
fault-figuren er en cirkel; i display-feltet er de valgt sådan, at en ikke for kompliceret figur vil blive 
tegnet med en rimelig opløsning og tegnehastighed på en gennemsnitlig computer. 
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Da man alligevel skal klikke med musen i en tekstbox før indtastningen af nye værdier, er det nem-
mest ved samme lejlighed at trække cursoren hen over den del af den gamle tekst der skal udskiftes, 
så denne nu fremtræder på blå baggrund; den gamle tekst slettes da automatisk, når man indtaster 
den nye. Handler det om at rette en indtastning, kan man på sædvanlig vis slette et tegn ved hjælp af 
DELETE (sletter tegnet efter cursoren) eller BACKSPACE (sletter tegnet foran cursoren). 

6. Variabel parameter 
Når man systematisk vil afprøve forskellige parameterindstillinger, f.eks. hvis man forsøger at få en 
figur til at se ud på en bestemt måde, er det en stor fordel, hvis ændringen af parametrene kan ske 
mere eller mindre automatisk. Det er her faciliteten Variabel parameter (i det følgende omtalt som 
VarPar) kommer ind i billedet. Som default-indstilling er denne facilitet slået fra, men klikker man i 
checkboxen Åbn for afmærkning (et “flueben” indikerer at faciliteten er aktiv), kommer 12 andre 
checkboxe til syne – en ud for hver af de 12 tekstboxe i parameterfelterne. Hvis man nu vælger at 
afmærke en eller flere af disse, vil tallet i den tilhørende tekstbox automatisk blive forhøjet eller 
formindsket, hver gang man klikker i tegnefeltet for at tegne en figur. I begge tilfælde vil vi tale om 
tilvæksten, der altså også kan være negativ, og som vælges i tekstboxen af samme navn. Default-
værdien er 1, hvad der altså betyder, at den eller de afmærkede parametre forhøjes med 1, hver gang 
man klikker i tegnefeltet – dog er det nu ikke CTRL men SHIFT, der skal holdes nedtrykket. Man 
kan dog stadig benytte CTRL + klik, hvis man ønsker at få gentaget en figur – måske fordi en af 
display-indstillingerne i mellemtiden har skullet ændres. 

Som en hovedregel gælder, at jo større tilvæksten er, desto vanskeligere er det at følge hvordan figu-
ren udvikler sig. Drejer det sig specielt om amplitudeparametrene, er det derimod ofte en god idé at 
vælge en ganske lille tilvækst, f.eks. 0,1. Det tjener sjældent noget formål at variere mere end to 
parametre på samme tid. 

Når man fjerner ”fluebenet” i checkboxen <Åben for/slet afmærkning> fjernes ”fluebenene” samti-
dig fra alle checkboxene i parameter-felterne. 

7. Mere om Display-indstillingerne og om hvordan ku rver tegnes 
Her skal omtales nogle praktiske ting, der slet ikke kommer Lissajou-figurernes matematik ved, 
men derimod angår den måde, hvorpå figuren tegnes. Matematisk set er Lissajou-figurerne kurver, 
og ideelt set er en kurve et kontinuum, dvs. at selv det mindste stykke af kurven består af uendeligt 
mange punkter. Men i praksis er man naturligvis nødt til at lade kurven være repræsenteret ved et 
endeligt antal punkter. I LissaDraw kan man vælge mellem at få disse vist som det de er – altså ad-
skilte punkter – eller som punkter der forbindes med linjer, så det i virkeligheden er en polygon, der 
tegnes. Normalt vil man foretrække det sidste. Allerede når antallet af sider nærmer sig 50-60, vil 
man på en normal skærm næppe kunne se forskel på en polygon og en cirkel, altså en kurve. 

Det er her begrebet opløsning kommer ind. I LissaDraw er opløsningen et udtryk for hvor mange 
punkter (subsidiært sider), der genereres i løbet af en tegneproces. Matematisk handler det om hvor 
mange værdier af t, der beregnes i løbet af et kredsløb. I display-feltet er opløsningen angivet som 
en potens af 2, og når der som default-indstilling står 9, betyder det altså, at der beregnes 29 = 512 
punkter på kurven. Med andre ord gengives kurven tilnærmelsesvis som en polygon med 512 sider 
– og det gælder, hvad enten kurven er en cirkel eller ej; det specielle ved cirklen er blot, at den gen-
gives som en regulær polygon.  
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Prøv selv at tegne default-figuren, en cirkel, med default-opløsningen; gør derefter tallet gradvist 
mindre, og se hvad der sker. Hvornår man begynder at kunne se en forskel afhænger af skærmens 
opløsningsevne, men skriver man 4, vil man med sikkerhed kunne se, at cirklen bliver til en 16-kant 
(24 = 16), og skriver man 2, bliver resultatet en 4-kant; skriver man 1, bliver resultatet en ”tokant”, 
dvs. man ser blot cirklens vandrette diagonal, og skriver man 0, ser man blot figurens begyndelses-
punkt (kan kun ses, hvis visning af koordinatakser er frakoblet, eller stregtykkelsen er større end 1). 
Prøv også at indsætte højere tal end 9; man vil næppe kunne se nogen forskel, men der vil gå længe-
re tid før figuren er tegnet færdig, fordi antallet af punkter der skal tegnes og forbindes vokser eks-
ponentielt, og man kan meget snart komme i den situation, at det tager minutter, før tegningen er 
færdig. I sådanne tilfælde kan man som nævnt afbryde tegningen ved at trykke på ESC. Når man så 
prøver igen, skal man blot huske at sætte opløsningen tilbage til et fornuftigt tal. 

Default-indstillingen er sat så højt som 29 = 512, fordi figurens omkreds eller perimeter – forstået 
som den længde figuren ville have, hvis den rettedes ud til en lige linje – vokser drastisk i takt med 
figurens kompleksitet eller foldning. Eksempelvis er omkredsen af Figur 6 ca. 10 gange større end 
omkredsen af en simpel cirkel, og omkredsen af Figur 8 er ca. 63 gange større; i sidste tilfælde vil 
det være nødvendigt at sætte opløsningen til mindst 12 (altså egentlig 212 = 4096)  for at figuren 
ikke skal blive for kantet. (NB: i den omtalte tabel vil man også kunne se, hvor stor den aktuelle 
figurs perimeter er; læs videre herom i kap. 11). 

Man kan også få brug for at vælge en større opløsning, hvis man ønsker at udprinte en tegning til 
papir; printeren vil nemlig normalt have en væsentlig bedre opløsnings end skærmen – og man vil i 
øvrigt blive overrasket over så smuk en figur kan blive på papiret, hvor den måske på skærmen vir-
ker lovlig kantet!  

Programmet giver som sagt også mulighed for at få en figur fremstillet som punkter, der ikke er for-
bundet ved linjer. I feltet med overskriften Tegnemetode kan man vælge mellem <Linje> og 
<Punkt>. Prøv det sidste ved forskellige opløsningsgrader. Med default-indstillingen tegnes linjer så 
tynde som muligt, og punkter tegnes så små som muligt (også dette udnyttes først fuldt ud ved ud-
printning til papir). Det har man mulighed for at ændre i tekstboxen <Stregtykkelse>. Prøv f.eks. at 
sætte opløsningen til 4, tegnemetoden til <Punkt> og stregtykkelsen til 20. Forudsat de øvrige ind-
stillinger er default-indstillingerne, vil man nu i stedet for en cirkel se 16 runde pletter, der danner 
en ring! 

Som man vil forstå er opløsningen baseret på fordoblingsprincippet: 

1 - 2 - 4 - 8 - 16 - 32 - 64 - 128 - 256 - 512 - 1024 osv. 

Dette viser sig i praksis at være en fornuftig disposition. For hver gang tallet i tekstboxen <Opløs-
ning> hæves med 1, fordobles altså antallet af punkter, subsidiært af sider i den polygon, der som en 
tilnærmelse repræsenterer kurven. Men samtidig skal man være opmærksom på, at den tid, det tager 
at tegne figuren på skærmen, også fordobles! En begrænsning er det unægtelig også, at muligheden 
for at tegne egentlige polygoner er begrænset til potenser af 2; det er ganske vist heller ikke hoved-
formålet med programmet, men alligevel kan denne sideeffekt give anledning til nogle fascinerende 
figurer (læs mere herom i 10. kap.). I øvrigt sikrer fordoblingsmetoden, at figurer, der er symmetri-
ske med hensyn til akserne, også ned til sidste pixel fremtræder symmetriske på skærmen.  

Som default-indstilling er skaleringen sat til Autoskalering. Det betyder, at programmet hver gang 
beregner hvilken skalering, der er den optimale - og ved optimalt forstås her, at figuren fylder tegne-
feltet helt ud på nær en margin på 10%. Men man kan også vælge manuel skalering, hvad der speci-
elt kan være praktisk, hvis man ønsker at udprinte en figur i en bestemt størrelse. Prøv at eksperi-
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mentere med at få cirklen tegnet i forskellig størrelse på skærmen. Sættes skaleringen til 1, fylder 
den tegnefeltet helt ud, sættes den til 2 snævres den ind til halv størrelse osv. Skaleringen kan ud-
mærket vælges som en decimalbrøk.  

Under display-indstillingerne skal endnu omtales at man kan til- eller fravælge koordinatakser og 
koordinatgitter. Det kan f.eks. være nyttigt, hvis man vil udprinte en figur til papir, men af æstetiske 
grunde ikke ønsker at få akser og gitter med. Endelig skal omtales, at der er mulighed for at fravæl-
ge autoredraw. Det er en betegnelse som er overtaget fra programmerings-terminologien, og som 
betyder at et billede bliver gentegnet, hvis vinduet har været minimeret, eller hvis det midlertidigt 
har været dækket af et vindue. Men autoredraw har sin pris; den virker nemlig på den måde, at bil-
ledet gemmes som en bitmap, og det kan mærkes på tegnehastigheden. Hvis man derfor har en lang-
som computer, kan det være en fordel at fravælge autoredraw. Til gengæld må man så finde sig i, at 
dele af figuren i visse situationer kan blive slettet, så man må tegne den om. Det skal også nævnes at 
kopieringsfunktionen kun virker, hvis autoredraw er tilkoblet (forsøger man alligevel kommer der 
en fejlmelding). 

Indstillingerne i tekstboxen <Forsinkelse> er mest aktuel, hvis man har en meget hurtig computer, 
så man slet ikke når at følge tegneprocessen – som i sig selv kan være en fascinerende form for 
animationsfilm! Forsinkelsen virker på den måde, at der indskydes en række tomme beregninger, 
som bremser processen. Den følger samme princip som opløsningen, dvs. den udtrykkes som en 
potens af 2. Default-indstillingen er 0; men selv på en langsom computer skal man et godt stykke 
over 10, før man overhovedet mærker nogen effekt. 

8. Koordinatsystemet, skaleringen og tegneretningen  
Tegnefeltet er inddelt som et koordinatsystem, hvis nulpunkt altid befinder sig midt i tegnefeltet. 
Når skaleringen er sat til 1 betyder det, at man i tegnefeltet ser området fra –1 til +1 på såvel x-
aksen som y-aksen; er skaleringen 2, ser man fra –2 til +2, er den 3, ser man fra –3 til +3 og så 
fremdeles.  

Når visning af koordinatgitter er valgt, ses de hele inddelinger på akserne som fuldt optrukne linier, 
de halve som stiplede linjer. Af hensyn til overskueligheden udelades dog de halve inddelinger au-
tomatisk, når skaleringen kommer op over 5.. 

Som allerede nævnt vil et punkts koordinater blive vist, når man med højre museknap klikker på et 
sted inden for tegnefeltet (koordinaterne bliver naturligvis automatisk tilpasset skaleringen). Denne 
funktion tjener kun som en foreløbig orientering; en præcis angivelse af koordinaterne for hver af de 
beregnede kurvepunkter sammenholdt med den variable t, vil kunne findes i den omtalte tabel.  

Afhængigt af om det er sinus- eller cosinusfunktionen, der er valgt, vil tegningen af en figur begyn-
de på x- eller y-aksen, og afhængig af om fortegnet er + eller ̧ , vil den begynde i den positive eller 
negative del af denne. Om en figur tegnes med eller mod uret afhænger ligeledes af kombinationen 
af funktioner og fortegn. Det vil føre for vidt at gennemgå de mange kombinationsmuligheder; her 
er et område, hvor man selv må eksperimentere sig frem. 

9. Et forslag til hvordan man kommer i gang 
Det følgende er et forslag til, hvordan man kan komme i gang med selv at generere Lissajou-figurer 
på en konstruktiv og målrettet måde. Det er langt fra en udtømmende gennemgang, og det ville også 
fratage brugeren en væsentlig del af fornøjelsen, hvis han eller hun ikke fik mulighed for at opleve 
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sig i rollen som en opdagelsesrejsende, der sætter sig som opgave at udforske og kortlægge ukendt 
land. 

Således som Lissajou oprindeligt frembragte sine figurer, er formen kun bestemt af fire parametre, 
nemlig amplituden og frekvensen for hver af de to stemmegafler. Når dette program kan frembringe 
figurer, som Lissajou ikke i sin vildeste fantasi kunne drømme om, er det fordi det opererer med op 
til 12 parametre, nemlig 6 amplitudeparametre, og 6 frekvensparametre - svarende til en opstilling 
med seks stemmegafler i stedet for Lissajou’s to!  

I de figurer Lissajou frembragte er hver af de to koordinater bestemt af en ligning, der blot består af 
et enkelt led, og vi vil i dette tilfælde tale om Lissajou-figurer af 1. grad. Er den ene eller begge 
koordinater bestemt af en ligning med to led, vil vi tale om Lissajou-figurer af 2. grad, og er den 
ene eller begge koordinater bestemt af  en ligning med tre led, vil vi tale om Lissajou-figurer af 3. 
grad. 

Dertil kommer, at man for hvert led i de to ligninger kan vælge mellem en sinus-funktion eller en 
cosinus-funktion. Som hovedregel skal de sammenhørende led i de to ligninger dog have modsatte 
funktioner; i modsat fald vil figuren eller dele af figuren populært sagt blive tegnet vinkelret ud fra 
skærmen, så man reelt blot ser en ret linje. Prøv f.eks. at se hvad der sker, når m1, n1, a1 og b1 alle 
er sat til 1 (de øvrige parametre til 0) og funktionerne er ens for begge koordinater. 

Begge parametre i et parameterfelt sættes til 0, når det pågældende led ikke skal indgå i ligningen. 
Sættes kun frekvensparameteren til 0, kan det pågældende led i visse tilfælde komme til at fungere 
som en konstant, der forskyder tegningen i forhold til akserne. Prøv f.eks. at gå ud fra default-
værdierne og sæt så m2 til 1, mens resten af parametrene forbliver 0 (den matematisk kyndige vil let 
kunne forklare, hvad der sker!). 

Lissajou-figurer af 1. grad 

Ændring af  amplituderne m1 og n1 
Lad os gå ud fra default-indstillingen, hvor den figur der tegnes er en cirkel, og lad os begynde med 
at ændre amplitude-parametrene m1 og n1. Lad os endvidere tilkoble VarPar, sætte tilvæksten til 1 
(default-indstillingen) og afmærke checkboxen ud for m1 med et ”flueben”. Dermed vil m1 blive 
forhøjet med 1, hver gang vi klikker i tegnefeltet samtidig med at vi holder SHIFT nede. Resultatet 
af de fire første klik vil blive disse figurer: 

    

Figur 9 

Der sker det, at forholdet mellem højde (n1) og bredde (m1) først er 1 : 1 og derefter ændres til 
1 : 2, 1 : 3 og 1 : 4. Egentlig er det højden, der er konstant, men fordi der er valgt automatisk skale-
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ring, bliver det i stedet figurens maksimale udstrækning inden for tegnefeltet, der er konstant. Hvis 
visning af koordinatgitter er tilvalgt, vil man kunne se, at gitteret blev tættere og tættere. 

Vi kan opnå, at det reelt er bredden, der er konstant, hvis vi lader m1 stå fast på 1 og i stedet ændrer 
n1 på denne måde: 1, 0,5 (= 1/2), 0,33 (= 1/3), 0,25 (= 1/4) osv. Hvis visning af koordinatgitter er 
tilvalgt, vil vi nu se, at gitteret forbliver uændret. 

Hvis de amplitude-parametrene der ligger til grund for x og y i Figur 9 ombyttes, vil vi naturligvis få 
en serie ellipser, der står på højkant. 

På tilsvarende måde kan forholdet mellem enhver anden figurs højde og bredde ændres. Det foreslås 
at prøve dette af med forskellige værdier af frekvens-parametrene a1 og b1. (Vær opmærksom på, at 
når der er tale om Lissajou-figurer af 2. og 3. grad, fungerer amplitude-parametrene i de enkelte led 
uafhængigt af hinanden). 

Ændring af frekvenserne a1 og b1 
Vi vil nu lade amplituderne m1 og n1 ligge fast på værdien 1, og i stedet vil vi ændre frekvenserne 
a1 og b1. Lad os begynde med at ændre a1 og b1 med samme værdi. Vi vil opdage, at dette ikke 
forandrer figurens form (den vil fortsat være en cirkel), men blot betyder, at den bliver tegnet flere 
gange; sættes begge værdier f.eks. til 6, vil den samme cirkel blive tegnet 6 gange. Det vil ikke vil 
kunne ses, men det vil kunne mærkes på at tegneprocessen kører i længere tid (under tegneproces-
sen tager musepilen form som et timeglas; husk at processen event. kan afbrydes med ESC).  

Hvis værdierne ikke er heltallige, betyder det at det kredsløbet kun gennemføres delvist. Prøv f.eks. 
at sætte begge værdier til 0,5 og se hvad der sker. 

De tilfælde, hvor frekvenserne a1 og b1 har forskellig værdi, er allerede omtalt i kap.2 og nogle af 
dem er gengivet i tabellen side 5. Hvis man mere systematisk vil afprøve en serie figurer, kan det 
igen anbefales, at man tilkobler VarPar. Prøv f.eks. at begynde med default-indstillingen, afmærk 
chekboxen ud for b1, og se hvad der sker, når man vedblivende klikker i tegnefeltet, mens SHIFT 
holdes nede (de første 5 figurer vil være identisk med 1. kolonne i Plance1). Husk, at hvis figuren 
begynder at blive kantet, er det fordi man har valgt en for lav opløsning. 

Med diverse kombinationer af a1 og b1 er repertoiret af Lissajou-figurer i klassisk forstand faktisk 
udtømt. Da talrækken er uendelig er repertoiret ganske vist også uendeligt, men alle disse figurer er 
så at sige variationer over det samme tema, og nyhedens interesse er gået tabt længe før man når 
variation nr. 100! 

Lissajou-figurer af 2. grad 

x er bestemt af to led, y er bestemt af et led  
Det ville være nærliggende at tro, at den simpleste Lissajou-figurer af 2. grad er beskrevet ved lig-
ningerne  

  x = 1 ´  cos(1 * t) + 1 ´  cos(1 ´  t) 

  y = 1 ´  sin(1 * t) 

men når vi indtaster disse parametre i de respektive tekstboxe og klikker med musen i tegnefeltet 
samtidig med at CTRL holdes nedtrykket, vil vi få en figur at se, som vi allerede kender, nemlig den 
første af ellipserne i Figur 9, beskrevet ved ligningerne 

  x = 2 ´  cos(1 ´  t) 

  y = 1 ´  sin(1 ´  t) 
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Forklaringen er den enkle, at når to eller flere led i samme ligning har samme frekvens, tæller de 
som ét led, hvis amplitude er summen de enkelte leds amplituder. Som et andet eksempel vil føl-
gende tre led 

x = 1 ´  cos(7 ´  t) + 3 ´  cos(7 ´  t) + 5 ´  cos(7 ´  t)  

kunne reduceres til 

x = 9 ´  cos(7 ´  t)  

Heraf kan vi drage den slutning, at det ikke tjener noget formål at tilføje et nyt led, med mindre det 
indeholder et frekvenstal som er forskellig fra de øvrige. Med andre ord vil vi kun få en Lissajou-
figur af 2. grad, hvis frekvensen i de to led er forskellige.  

Men prøv nu selv at se hvad der sker, når man i ligningerne 

  x = 1 ´  cos(a1 ´  t) + 1 ´  cos(a2 ´  t) 

  y = 2 ´  sin(1 ´  t) 

udskifter a1 og a2 med diverse forskellige tal. Prøv også i nogle tilfælde at give 2. led en større eller 
mindre amplitude (også gerne brøker, dvs. decimalbrøker). Prøv dernæst at ændre frekvensparame-
teren i y-koordinaten med andre tal. Det viser sig snart, at vi med dette simple ligningssæt allerede 
er i stand til at kreere et meget afvekslende repertoire af Lissajou-figurer. 

Figur 10 er et eksempel på, hvad ovenstående to ligninger resulterer i, når man begynder med a1 = 1 
og a2 = 2, hvorefter man vælger VarPar, sætter tilvæksten til 1, afmærker chekboxene ud for a1 og 
a2, og tegner fire på hinanden følgende figurer, idet det nu er SHIFT, som skal holdes nedtrykket, 
mens man klikker i tegnefeltet: 
 

     

Figur 10 

Både x og y er bestemt af to led 
Det er ikke meningen, at vi nu systematisk skal gennemgå alle de mange kombinationsmuligheder, 
to led giver anledning til. Man skal selv have fornøjelsen af gå på opdagelsesrejse i Lissajou-
figurerne mangfoldige verden, og ved at bruge VarPar, kan man hurtigt få et indtryk af, hvor en på-
begyndt vej fører hen. 

Som et enkelt eksempel vil vi se, hvad der sker, når vi går ud fra ligningerne 

x = 1 ´  cos(1 ´  t) + 1 ´  cos(a2 ´  t) 

y = 1 ´  sin(1 ´  t) + 1 ´  sin(b2 ´  t) 

og ændrer a2 og b2. Vi indskrænker yderligere eksemplet til de tilfælde, hvor a2 og b2 samtidig 
antager værdierne 2, 3, 4 og 5: 
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Figur 11 

Første led i ligningerne definerer en simpel cirkel, og uanset hvilken figur andet led i sig selv defi-
nerer, så vil denne figur så at sige blive vredet rundt langs denne cirkel. I disse eksempler er den 
sekundære figur selv en cirkel (fordi også a2 og b2 er lige store). Det handler faktisk om det fra 
astronomien kendte fænomen epicykler (betegnelsen for et mindre kredsløb inden i et større kreds-
løb). Læg i øvrigt mærke til at frekvensen skal sættes til n + 1 for at få en figur med n epicykler.  

Men det samlede resultat afhænger naturligvis også af forholdet mellem amplitude-parametrene. 
Lad os nu sætte både a2 og b2 til 9, og lad os derefter sætte både m2 og n2 til først 1, så 0,5 og en-
delig til 0,1. Og lad os igen minde om, at det matematisk handler om at vi finde løsningsmængden 
for ligningerne 

  x = 1 ´  cos(1 ´  t) + m2 ´  cos(9 ´  t) 

  y = 1 ´  sin(1 ´  t) + n2 ´  sin(9 ´  t) 

idet vi lader m2 og n2 antage tre forskellige værdier; løsningsmængden afbilder vi dernæst grafisk i 
et retvinklet koordinatsystem. Resultatet ses her: 

A B C  

Figur 12 

I disse eksempler vender epicyklerne indad, men vi kan få dem til at vende udad ved at ændre for-
tegnet til en af amplitude-parametrene (ligegyldig hvilken) til et minus. Eksempelvis forvandles den 
sidste figur da til: 

 

Figur 13 
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Fordi de korresponderende led i de to ligninger har samme parametre, er disse figurer symmetriske 
på samme måde som f.eks. en kurveblomst. Symmetrien reduceres dog til kun at omfatte en enkelt 
akse, i samme øjeblik en af frekvensparametrene skiller sig ud fra de øvrige – og den kan helt op-
hæves, når vi tillige begynder at bytte om på funktioner og fortegn. Et simpelt men instruktivt ek-
sempel er 

  x = 1 ´  cos(3 ´  t) + 1 ´  cos(5 ´  t) 
  y = 1 ´  sin(2 ´  t) + 1 ´  sin(5 ´  t) 

som resulterer i Figur 14A. Men lad os også bruge eksemplet til at demonstrere, hvordan vi ved at 
ændre på amplitudeparametrenes fortegn kan dreje figuren i trin á 90° (andre vinkler er i dette til-
fælde ikke mulige). Således får vi Figur 14B, når m1 er negativ, Figur 14C når n1 er negativ, og 
Figur 14D når n2 er negativ (det er underforstået at de andre amplitudeparametre alle er positive): 

A  B  C  D  
Figur 14 

De samme fire figurer vil fremkomme ved diverse andre kombinationer af de fire amplitude-
parametres fortegn. Men der er alligevel en forskel: vælger vi nemlig en opløsning, hvor tegnepro-
cessen tydeligt kan følges, vil vi se at den samme figur i nogle tilfælde tegnes mod uret, i andre til-
fælde med uret. 

Den der søger udfordringer i form af matematiske opgaver kan eventuelt undersøge systematikken 
bag dette nærmere – og sådanne udfordringer dukker op overalt, når man begynder at udforske Lis-
sajou-figurernes univers! 

Det er i denne forbindelse også værd at nævne, at Lissajou-figurerne i flere tilfælde afspejler reelle 
fysiske fænomener. Det fra akustikken kendte begreb harmoniske svingninger er det klassiske ek-
sempel; men de før omtalte epicykler afspejler som allerede nævnt et astronomisk fænomen – ek-
sempelvis hvordan en måne kredser omkring en planet, samtidig med at denne kredser omkring en 
sol. I idealiseret form illustreres dette i Figur 12C, men i virkelighedens verden er der normalt ikke 
tale om et simpelt rationelt talforhold. 

Eksempelvis er månens omløbstid om jorden ikke 1/12 af jordens omløbstid om solen, således som 
det egentlig ligger i betegnelsen ‘en måned’ samt i årets stærkt tillempede inddeling i 12 måneder. 
Men vi kan godt vælge parametrene, så vi kommer tæt på den astronomiske virkelighed; med en 
rimelig tilnærmelse kan vi sætte et måneomløb lig med 27 døgn, og et år lig med 364 døgn; det be-
tyder, at månens bane set i forhold til solen er bestemt af ligningerne: 

  x = 1 ´  cos(27 ´  t) + m2 ´  cos(364 ´  t) 
  y = 1 ´  sin(27 ´  t) + n2 v sin(364 ´  t)   

Eksemplet er dog stadig idealiseret, bl.a. fordi jordens bane ikke er en cirkel men en ellipse – det 
kan der imidlertid også tages højde for ved hjælp af m1 og n1 – prøv selv! 

Sætter vi nu værdien af m2 og n2 sådan, at figuren også afspejler det korrekte forhold mellem må-
nens afstand fra jorden og jordens afstand fra solen, vil månens bevægelse overhovedet ikke være 
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synlig på skærmen. Prøv i stedet at sætte m2 og n2 til 0,1, og tegn så figuren – men vælg en så høj 
opløsning, at tegneprocessen kan følges i ro og mag (eller brug i stedet <Forsinkelse>), og afbryd 
den så med ESC, så snart det første af de i alt 27 kredsløb er afsluttet. Figuren illustrerer nu månens 
bane i løbet af et år. Lad derefter tegneprocessen køre gennem 2 kredsløb; figuren illustrerer nu, 
hvordan månens bevægelse i forhold til solen (som befinder sig i figurens centrum) forskydes fra 
det ene år til det andet. Lad afsluttende tegneprocessen køre gennem alle 27 kredsløb – resultatet 
bliver en figur, der kan minde om mønsteret på et cykledæk (!), men den afspejler altså, at forløbet 
efter 27 kredsløb (år) vender tilbage udgangspositionen, og at de til månen knyttede fænomener så-
ledes gentager sig i et overordnet kredsløb (NB. tallet 27 svarer dog stadig ikke til virkeligheden!) 

Lissajou-figurer af 3. grad 
Når vi nu tilføjer et 3. led til ligningerne, forgrener antallet af stier i Lissajou-figurernes jungle sig 
ud i det uoverskueligede, og det må overlades til den enkelte opdagelsesrejsende at tegne sine egne 
kort. Men lad os prøve at følge den sti, vi allerede har været inde på i forbindelse med figur 6. 

Her var frekvens-parametrene i 3. led 2. potens af  frekvens-parametrene i 2. led, hvilket medførte at 
figuren blev helt igennem symmetrisk. Men prøv engang at undersøg hvad der sker, hvis vi i stedet 
lader a3 og b3 antage diverse heltallige værdier. I så fald vil der stadig være tale om symmetri, men 
ikke så gennemført som i Figur 6. Opgaven går altså ud på systematisk at undersøge tilfældene 

x =  1 ´  cos ( 1 ´  t) + 0,5 ´  cos (7 ´  t) + 0,2 ´  cos (a3 ´  t) 
y = 1 ´  sin ( 1 ´  t) + 0,5 ´  sin (7 ´  t) + 0,2 ´  sin (b3 ´  t) 

hvor a3 = b3 er et vilkårligt helt tal. Vi kan her med fordel bruge VarPar, idet vi sætter tilvæksten til 
1, afmærker chekboxene ud for a3 og b3, og sætter begyndelsesværdien af disse til 2 (tilfældet a3 = 
b3 = 1 kan vi godt springe over, for så er vi jo tilbage i Lissajou-figurer af 2. grad; det samme gæl-
der tilfældet a3 = b3 = 7). Figur 15 viser tilfældene a3 = b3 = 8, 9, 10 og 11:  

    
Figur 15 

Af figurerne kan vi bl.a. uddrage den regel, at der er symmetri om x-aksen, når a3 = b3 er et lige tal, 
og symmetri om både x-aksen og y-aksen, når a3 = b3 er et ulige tal (det overlades til den matema-
tisk kyndige selv at forklare dette fænomen). 

Prøv også at eksperimentere med fortegnene i den oprindelige Figur 6. Blandt de talrige kombina-
tionsmuligheder er i Figur 16 vist tilfældene, hvor først m2 er negativ, derefter n2, m3 og n3 (det er 
underforstået at de andre amplitude-parametre alle er positive): 
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Figur 16 

Bemærk at A og B er identiske, men drejet 22,5° i forhold til hinanden; C og D er derimod ikke 
identiske. Generelt handler det om, at nogle epicykler vender indad, andre udad, og om hvordan 
disse gensidigt griber ind i hinanden. 

Ligesom det gælder for Lissajou-figurer af 2. grad, bliver symmetrien nedbrudt i samme grad som 
frekvens-parametrene adskiller sig fra hinanden, og den kan helt ophæves, når vi tillige begynder at 
bytte om på funktioner og fortegn. 

Når frekvenstallene bliver tilstrækkeligt store, begynder figurerne at ligne stregtegninger, og i nogle 
tilfælde kan de minde om de indviklede stregmønstre (kaldet guillochering), man bl.a. kender fra 
pengesedler. Som allerede nævnt i forbindelse med Figur 7 kan disse figurer undertiden synes at 
vride sig i en dimension, der står vinkelret på papiret. Her følger fire andre eksempler, der mht. ud-
seende adskiller sig radikalt fra hinanden, skønt de mht. ligningerne er næsten identiske: 

    
Figur 17 

Og her følger så ligningerne; 

x =  1 ´  cos ( 1 ´  t) + 1 ´  cos (100 ´  t) + 1 ´  cos (150 ´  t) 
y = 1 ´  sin ( 1 ´  t) + 1 ´  sin (100 ´  t) + 1 ´  sin (150 ´  t)  

x =  1 ´  cos ( 1 ´  t) + 1 ´  cos (100 ´  t) + 1 ´  cos (150 ´  t) 
y = 1 ´  sin ( 1 ´  t) + 1 ´  sin (99  ´  t) + 1 ´  sin (150 ´  t)  

x =  1 ´  cos ( 1 ´  t) + 1 ´  cos (100 ´  t) + 1 ´  cos (150 ´  t) 
y = 1 ´  sin ( 1 ´  t) + 1 ´  sin (101 ´  t) + 1 ´  sin (150 ´  t)  

x =  1 ´  cos ( 1 ´  t) + 1 ´  cos (100 ´  t) + 1 ´  cos (150 ´  t) 
y = 1 ´  sin ( 1 ´  t) + 1 ´  sin (101 ´  t) + 1 ´  sin (151 ´  t) 

Så lidt skal der til at skabe en helt ny figur! Og vi ser heraf, at det i mange tilfælde er komplet umu-
ligt at forestille sig, hvad resultatet bliver. Men her kommer så et nyt oplevelsesmoment ind: overra-
skelsen! 
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Husk på, at figurens samlede længde, perimeteren, stiger med frekvenstallet. I de sidste eksempler 
vil det være nødvendigt at arbejde med en opløsning på mindst 12 (dvs. 212 = 4096) for at undgå at 
figuren bliver kantet, dvs. bliver vist som det den rent faktisk er – en polygon.  

10. Polygon-figurer 
At det reelt er polygoner, vi opererer med (læs herom i afsnit 7) kan udnyttes kreativt, så vi får dan-
net nogle figurer, som ikke kan betegnes som Lissajou-figurer i egentlig forstand, men som ikke 
desto mindre kan være ganske fascinerende. Med andre ord gør vi her en dyd af nødvendigheden! 
Eksemplerne i Figur 18 og 19 er mht. til ligningerne identiske med figurer, vi allerede har set; for-
skellen er alene, at vi nu gengiver dem med en lavere opløsning. 

Figur 18 er identisk med Figur 5, men her gengivet med opløsning = 3, 4, og 5. Figur 19 er identisk 
med Figur 15, men her gengivet med opløsning = 4, 5 og 6 (det har her været nødvendigt at gå et 
trin op, fordi den sidste figur grundlæggende har en større perimeter end den første). 

                 
Figur 18 

       
Figur 19 

Med denne teknik vil den kreativt begavede utvivlsomt kunne gå visse non-figurative kunstnere i 
bedene. En række eksempler er vist side 24. 

Et studium af de polygoner, der kan genereres med denne metode, giver i øvrigt anledning til adskil-
lige talteoretiske betragtninger. Idet vi stadig må huske på, at antallet af sider i de polygoner, der kan 
tegnes i LissaDraw, er begrænset til potenser af 2, skal nævnes et enkelt eksempel: 

Som vi tidligere har set, fremstiller de to simple ligninger: 

x =  1 ´  cos (n  ´  t) 
y = 1 ´  sin (n  ´  t) 

en cirkel, der tegnes lige så mange gange som tallet n angiver. Vi vil lade n gennemløbe en fortlø-
bende række af hele tal; men denne gang vælger vi med forsæt en så lav opløsning, at figuren frem-
træder som en polygon. Det viser sig da, at der fremkommer en serie af polygoner, som skønt be-
slægtede er vidt forskellige. Først og fremmest vil antallet af sider være forskellig (dog som lige 
nævnt begrænset til potenser af 2), og i de fleste tilfælde handler det om stjernepolygoner. 

Hvor mange sider polygonen får afhænger naturligvis af, hvilken opløsning, vi har valgt. Prøv f.eks. 
at sætte opløsningen til 6 (dvs. 26 = 64), vælg VarPar med tilvækst = 1, begynd med n = 1, og be-
gynd så at tegne. Det viser sig snart, at udviklingen følger et bestemt mønster. I efterfølgende tabel 
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er sammenhængen mellem n og antallet af sider vist for området n = 16 til n = 32: 
 

n 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 
sider 4 64 32 64 16 64 32 64 8 64 32 64 16 64 32 64 (2) 

 
Selv om tabellen kun omfatter et udsnit, er det dog nok til at demonstrere, at polygonerne gentager 
sig i et periodisk mønster. Den dybere forklaring skal søges i modulo-aritmetikken; en kortfattet 
forklaring er denne: 

Når n eksempelvis er 16, betyder det, at vi har 16 kredsløb á 360°, hvilket i alt giver 5760°. Når vi 
nu vælger opløsningen 26 = 64, betyder det, at disse 5760° skal deles i 64 dele, hvilket giver en bue-
længde på 90° til hver. Med andre ord fremkommer en deling for hver 90° – og resultatet bliver en 
regulær 4-kant. Men for den næste værdi af n, altså 17, bliver resultatet et ganske andet. Nu er den 
samlede buelængde 360° ´  17 = 6120°, og når vi deler dette tal med 64, får vi 95,625. Med andre 
ord får polygonen nu et hjørne eller en spids for hver 95,625°, hvad der betyder, at spidserne i hvert 
nyt kredsløb falder på nye steder, men vel at mærke efter et bestemt mønster, og sådan at forløbet 
slutter, hvor det begyndte. Resultatet bliver en stjernepolygon med 64-spidser. Når n er 18 bliver 
resultatet en stjernepolygon med 32-spidser – og som det ses i tabellen er det samme tilfældet, når n 
er 22, 26 og 30 (altså hver fjerde gang). 

Men der er alligevel en bemærkelsesværdig forskel på disse fire 32-sidede stjernepolygoner. Den 
vinkel polygonen forskydes med er nemlig forskellig fra gang til gang; igen følger forskydningen et 
bestemt mønster – med det resultatet, at krydsene i stjernepolygonen under dette forløb trækker sig 
indad mod midten, sådan som det ses i Figur 21: 

    
Figur 21 

 
Fortsætter vi forløbet, bevæger polygonen sig igen udad for at ende som en almindelig regulær 32-
kant – og således pulserer polygonen skiftevis ind og ud hele vejen op gennem talrækken! 

Også i dette tilfælde afspejler figuren et (ganske vist noget teoretisk) fysisk fænomen. Polygonen er 
nemlig identisk med den bane en lysstråle vil følge, hvis den med en given vinkel som udgangs-
punkt så at sige ”fanges ind” i et perfekt cirkulært spejl! Eller den bane en billardkugle vil følge, når 
den rikochetterer mod banden på et cirkulært billardbord uden gnidningsmodstand! 

Blandt utallige andre eksempler kan nævnes, at når vi sætter opløsningen til 6 (26 = 64) dannes en 
periodisk serie af fascinerende polygoner af de følgende ligninger (der også danner grundlag for de 
allerede nævnte figurer side 24): 

x = 1 ´  cos(3 ´  t) + 5 ´  sin(n ´  t) 
y = 1 ´  sin(2 ´  t) + 5 ´  sin(n ´  t) 
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Første gang sker det i området mellem n = 1 og n = 64, dvs. perioden er lig med opløsningen. Sær-
ligt fascinerende er området mellem n = 22 og n = 43 (se eksemplerne side 24) og de tilsvarende 
steder i de følgende perioder. Overraskende nok optræder der ind imellem 5- og 7-delte polygoner. 
Her er igen en udfordring til en talteoretiker! 

11. Tabellen og markering af en given position 
Når man klikker på knappen <Tabel> nederst i kontrolfeltet, åbnes en tabel, der viser koordinaterne 
for samtlige punkter, der er beregnet i forbindelse med den aktuelle figur (tabellen genereres samti-
dig med at beregningen og udskrivningen finder sted).  

Illustrationen viser et udsnit af tabellen for cirklen 

x =  1 ´  cos (1  ´  t) 
y = 1 ´  sin (1  ´  t) 

tegnet med default-opløsningen (29 = 512). Tallene i 
1. kolonne udtrykker t (ligningernes variable) i ra-
dianmål; i 2. kolonne er t udtrykt i grader. 3. kolonne 
er x-koordinaten x og 4. kolonne er y-koordinaten. 
Neden under tabellen findes en ramme, hvor man 
kan se, hvor mange punkter der er beregnet for den 
aktuelle figur. Dette antal kan event. Reduceres, idet 
fordoblings- / halveringsprincippet også her er gæl-
dende. Det kan være nyttigt, hvis det har været nød-
vendigt at vælge en høj opløsning, og tabellen som 
følge deraf er blevet meget stor og uoverskuelig. 
Med knappen <Gendan> kan tabellen til enhver tid 
føres tilbage til sin oprindelige størrelse. 

Erfaringen har vist, at det ikke tjener noget formål at 
udvide tabellen med mere end 212 = 4096 elementer. 
Over dette antal vil tabellen derfor automatisk blive 
reduceret, idet kun hver 2., 4., 8. osv. data indsættes; 
det er imidlertid fortsat den totale datamængde, der 
ligger til grund for figuren såvel for beregningen af 
perimeteren. 

Den til et givet koordinatsæt svarende position på 
figuren markeres med en rød plet, når man med mu-
sen klikker på linjen (i eksemplet er det 90°, der er 
valgt). Bevæger man musen op eller ned gennem 
tabellen med venstre knap nedtrykket, vil dette af-
spejle sig som en bevægelse af den røde plet. 

LissaDraw er imidlertid også udstyret med en funktion, så man kan lade den røde plet følge perime-
teren i enhver figur – men nu uden at koordinaterne bliver vist som tal. I stedet for at holde CTRL 
eller SHIFT nedtrykket, mens der med venstre museknap klikkes  i tegnefeltet, er det nu ALT, som 
skal holdes nedtrykket. For at i ro og mag at kunne følge den røde plets bevægelse, kan det blive 
nødvendigt at sætte opløsningen til en højere værdi (eller vælge <Forsinkelse>) – men vel at mærke 
efter at figuren er tegnet med en event. lavere opløsning. 
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Derudover kan man som tidligere nævnt altid få vist den tilnærmelsesvise værdi af koordinaterne 
for et punkt på figuren ved at holde højre museknap nedtrykket på stedet. 

Specielt om perimeteren 
Vi mangler endnu at omtale det felt under tabellen, der er benævnt perimeteren, og hvorved forstås 
figurens samlede længde. For cirklens vedkommende svarer det til periferien; for en polygons ved-
kommende svarer det til summen af siderne. Kun for cirklen og de regulære polygoner kan man 
opstille en simpel formel for perimeteren; selv for en så enkel figur som en ellipse må man ty til 
infinitesimalregning for at finde perimeteren – og når det kommer til de karakteristiske ”foldede” 
Lissajou-figurer er det noget af en opgave selv for en garvet matematiker. 

Den metode, der ligger til grund for beregningen af figurerne er imidlertid allerede en form for infi-
nitesimalregning. Princippet i infinitesimalregning er, at man deler en kurve op i et stort antal min-
dre dele (ideelt set uendeligt mange dele) – og det er netop hvad vi gør, når vi vælger en høj opløs-
ning og beregner de enkelte punkters position. Videre forbinder vi punkterne med linjer – og disses 
længde kan beregnes efter den velkendte formel:  

k = 22 )12()12( yyxx -+-  

I et programmeringssprog som VisualBasic er det en yderst simpel opgave løbende at opsummere 
resultaterne – og derned får vi figurens samlede længde (altså perimeteren) med en tilnærmelse, der 
kun er afhængig af opløsningen! Pointen er, at vi ikke behøver at kende nogen formel, men blot skal 
indtaste parametrene – computeren udfører hele arbejdet alt imens den tegner figuren! Det siger 
noget om computerens enorme effektivitet, at denne ikke helt lille ekstraopgave, der skal gentages 
for hvert eneste punkt på figuren, næppe forlænger tegnetiden mærkbart! 

Allerede med en opløsning på 9, vil vi få perimeteren for en cirkel (som altså i dette tilfælde er en 
regulær 512-kant) udregnet til 6,28314, dvs. en værdi der først på 5. decimal afvigelser fra den 
korrekte værdi af 2p. 

Vælger vi i stedet opløsningen 2, vil vi få tegnet en regulær firkant, og perimeteren bliver beregnet 
til 5,65685. Når diagonalen i et kvadrat sættes lig med 2 (svarende til diameteren i enhedscirklen), 
bliver sidelængden som bekendt 2 . Dette stemmer overens med at 4 ´  2 = 5,65685. 

Når det drejer sig om ellipser, kan man event. sammenligne resultaterne med den legendariske indi-
ske matematiker Ramanujans empiriske og tilnærmede (men overraskende præcise) formel 

perimeteren = p ´  )3)(3(33( abbaba ++-+  

hvor a og b er hhv. ellipsens store og lille akse (svarende til m1 og n1 i LissaDraw). 
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Kort oversigt over tegnefunktioner og faciliteter i  LissaDraw 
 
Tegnefunktioner 

· klik i tegnefeltet: Figuren tegnes på grundlag af de indtastede parameter- og display-værdier. 
· SHIFT + klik i tegnefeltet med høje/venstre museknap: Med variabel parameter aktiveret 

forhøjes/sænkes de afmærkede parametre automatisk med den valgte tilvækst, hver gang der 
klikkes i tegnefeltet (mere herom i kap.6: Brugen af variabel parameter) 

· ALT + klik i tegnefeltet: En rød plet gennemløber perimeteren af den valgte figur; fungerer 
også selv om figuren endnu ikke er tegnet.  

· ESC: Et påbegyndt tegneforløb afbrydes.  
· DELETE: Figuren i tegnefeltet og teksten i ligningsfeltet slettes. 

 
NB. Hvis programmet ikke reagerer som ønsket på ESC og DELETE, er det fordi man 
efter at have startet tegneprocessen har klikket med musen i en af tekstboxene – klik 
med musen i tegnefeltet, og prøv så igen! 

 
Knapperne nederst i kontrolfeltet: 

·  Gem data  Gemmer aktuelle parameter-indstillinger (men altså ikke figurerne selv og heller 
ikke display-indstillingerne!) – følg vejledningen.. NB: det tilrådes at oprette en speciel fol-
der til disse filer. Extension tilføjes automatisk som ’.Lissa’. Hver fil fylder 1 KB. 

·  Åben data  Giver adgang til tidligere gemte parameter-indstillinger, som automatisk indsæt-
tes i kontrolfeltet – følg vejledningen. 

·  Kopier figur  Overfører en kopi af den aktuelle tegning på skærmen til udklipsholderen. En 
kopi fylder 32 KB. 

NB. Alle illustrationer i dette hæfte er lavet ved hjælp af  kopieringsfunktionen, dvs. 
de er kopier af figuren som den ses på skærmen, ikke udprintede figurer. 

·  Print figur  Udprinter den aktuelle tegning på papir. Figuren udprintes i samme størrelse, 
som den ses på skærmen, og der tilføjes en ramme svarende til tegnefeltets størrelse. Uanset 
farvevalget i kontrolfeltet udprintes figuren som sort streg på hvid baggrund. Opløsning, 
stregtykkelse m.m. følger kontrolfeltets indstillinger. Figur og ramme placeres i portrætfor-
mat på et A4-ark; nedenunder tilføjes automatisk (1) ligninger, (2) skalering, (3) opløsning, 
(4) stregtykkelse samt (5) dato og klokkeslæt for udprintningen. 

NB. Figuren side 25 er et eksempel på en printerudskrift; den er identisk med sidste 
figur på side 24 og demonstrerer dermed således forskellen i opløsningen mellem en 
skærmkopi og en udprintning. 

·  Vis tabel  Et klik på denne knap åbner et vindue med en tabel over de data, der er frem-
kommet i forbindelse med genereringen af den aktuelle figur – følg vejledningen (læs i øv-
rigt kap.11). 

Lukning af programmet 

LissaDraw lukkes ved at klikke på   ´́́́    i øverste højre hjørne. Alle indstillinger vender tilbage til 
default-værdierne. 
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9 eksempler på polygone figurer, der alle er dannet af ligningen 
x = 2 * cos(t) + 5 * cos(n * t) 
y = 2 * sin(t) + 5 * sin(n * t) 

 

A) opløsning = 6 (dvs. polygonen har 26 = 64 sider) 

   
n = 21 n = 22 n = 26 

   
n = 31 n = 33 n = 43 

 
 
B) opløsning = 9 (dvs. polygonen har 29 = 512 sider) 

   
n = 72 n = 73 n = 74 

 
n er eksponenten i 2n, der definerer antallet af sider i polygonen 
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