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1. Fra Lissajou’s stemmegafler til computergenerere de geometriske kunstveerker

Lissajou-figurerer navnet pa en bestemt gruppe af geometriskesfigsom udmaerker sig ved en
utrolig mangfoldighed, og som udgver en zestetiskifiation, der kan lede tanken hen pa en anden
gruppe af geometriske figurer, fraktalerne, selvdeio matematisk set slet ikke er i familie med
hinanden.

Lissajou-figurer kendes typisk fra oscilloskopatphde dannes, nar den lodrette og den vandrette
katodestrale svinger i et sdkaldt harmonisk forhdilc. nar de to svingninger forholder sig til hin-
anden som to hele tal. Feenomenet er opkaldt eftefrdnske fysiked.-A. Lissajouy1822-80), der
laenge far de elektroniske maleinstrumenters tidtfad en made, hvorved han kunne synligggre
lydsvingninger. Han anbragte pa spidsen af en segaffel et lille spejl, og idet stemmegaflen nu
saettes i svingninger, vil en lysstrale som ramrpejiet kastes tilbage, saledes at den aftegner en
linje, nar den opfanges péa en skeerm. Egentlig leamidit om en lysplet, der bevaeger sig frem og
tilbage, men sa hurtigt, at man ikke nar at opfeédee bevaegelsen. Linjens laengde er afhaengig af
hvor kraftigt stemmegaflens udsving er, dvs. deeterdtryk for svingningens amplitude — som
akustisk giver sig til kende ved tonens styrkeki#e@sen, hvormed stemmegaflen svinger, og som
akustisk giver sig til kende som tonehgjden, kan ikke umiddelbart afleese pa denne made.

Lissajou gjorde nu yderligere det, at han lod ddflekterede lysstradle ramme et andet spejl, som var
monteret pa en stemmegaffel, der svingede i etyitdelret pa den farste. Nar lysstradlen nu ram-
mer skaermen vil den ikke leengere aftegne sig solimjenmen den vil bevaege sig rundt pa skeer-
men — hvordan afhaenger af de to stemmegaflersdnskeg amplitude. Vi kan fortsat ikke afleese
frekvenstallene, men vi kan afladseholdetmellem frekvenstallene. Er dette forhold 1 : 1.e0g
forholdet mellem amplituderne ogsa 1 : 1, vil ly8kin bevaege sig rundt i en cirkel; er amplituder-
ne derimod forskellige, vil lysstralen bevaege sigdt i en mere eller mindre aflang ellipse. Det er
en sadan figur der ses i nedenstaende gengivelsssafou’s opstilling (Poul La Cour og Jacob
Appel: Historisk Fysik, 1896, Bd. 1, s.463).

Det interessante er imidlertid, der vil opsta en unik figur, hver gang de to frelser forholder sig

til hinanden som to hele, uforkortelige.tBlet er disse figurer, som kaldes Lissajou-figukéen

som sagt kan disse figurer langt nemmere dannebjeglg af et oscilloskop. Fuldstaendig kontrol
over en figurs form far man dog ferst, nar man gemee dem direkte pa grundlag af de ligninger,
hvorved de som kurver er beskrevet matematiskhBeman i teorien veeret i stand til, lige siden
trigonometriske funktioner og tabeller blev tagbtug i slutningen af 1500-tallet, og Descartes ind
forte koordinatsystemet og udviklede den analytgd@metri et stykke op i 1600-tallet. Men kurven



skal ikke vaere saerlig kompliceret, far vi skal lgeeetusindvis af punkter for at fa et realistis#-in
tryk af en kurves form, og det betyder i praksidyeregningsarbejdet har veeret uoverkommeligt
helt frem til den nyeste tid, hvor man kan overlddée arbejde til en computer. Med programmet
LissaDrawkan selv meget komplicerede Lissajou-figurer beesgpa fa sekunder — alt imens figu-
ren tegnes pa skeermen, og data for hver af dedersad beregninger samles i en tabel. Det dbner
for en helt ny verden, hvor matematik og kreativitér op i en hgjere enhed, og hvor mange af re-
sultaterne uden overdrivelse kan betegnes som deskeskunstvaerker, saledes som det ogsa vil
fremga af de fglgende eksempler.

2. Det matematiske princip bag Lissajou-figurerne

Ligesom man kan bruge en computer uden at forstl Her foregar inde i den, kan man ogsa bru-
ge programmet LissaDraw uden at forsta den bagygetide matematik. Man skal blot indtaste
nogle tal, og nar man derefter klikker med muséuei vise sig en eller anden figur pa skeermen.
Men denne lotterimetode er ikke seerlig tilfredsstitie; det begynder farst at blive speendende, nar
man begynder at forsta, hvad tallene star forpagt at styre tegneprocessen.

Man skal heller ikke arbejde ret laenge med programfar man neeppe kan undga at opdage en
sammenhaeng mellem figurens form og de tal mansteita og man vil sdledes ad erfaringens vej
selv opdage mange af de lovmeaessigheder, der figueens form; men man vil uden tvivl komme
hurtigere i gang med at bruge programmet kredtiis man fra starten saetter sine erfaringer ind i
en forstaelsesmaessig ramme — dvs. hvis man falstégrundleeggende matematik bag figurerne.

Det handler i al enkelhed om, hvordan man mateiktia beskrive et kredslgb i forhold til et al-
mindeligt koordinatsystem med en x- og en y-aks@é enkleste form kan et kredslgb beskrives
som et forlgb pa en cirkel, idet ethvert punktridbet udtrykkes som vinklen mellem det givne
punkt og begyndelsespunktet. Sidstnaevnte placerasgulition som "klokken 3" pa cirklen, og
rotationsretningen defineresodsaturet.

| figur 2A er begyndelsespunktet betegnet ved @tagvet punkt i forlgbet er betegnet ved t (der-
med antydes, at forlgbet kan tolkes som et tidsforl sddan som vi ogsa oplever det, nar vi ser
figuren forme sig pa skaermen). Vi kan vaelge atykéier t i grader (hvor et helt kredslgb som be-
kendt er p& 360°), eller vi kan udtrykke det i Edhal, dvs. som en brgkdelmfidet cirklens om-
kreds som bekendt ep2nar radius saettes lig med 1. Heraf falger eksénspat 90° svarer til ra-
dianmaletp/4. | den tabel, der automatisk fremkommer, néfigar genereres i programmet, er t
udtrykt bade i grader og i radianmal.

<

y Zsin(t)

x = cos(t)

Figur 2



Men her handler det altsa om at udtrykke forlglfethiold til et koordinatsystem; hvordan det sker,
er illustreret i figur 2B. Her er punktet t pa dirk defineret ved koordinaterne (x, y), hvilket er
markeret ved punktets projektion pa hhv. x-akseg-agsen. Idet radius seettes lig 1, fremgar det af
figuren, at for t = 0° geelder det, at x = 1 og §.Efterhanden som t vokser, vil x aftage og v vil
tiltage — indtil det punkt, hvor t = 90°; i detifaelde bliver x = 0 og y = 1. Fortseetter vi nudse
lzbet ud over 90°, vil x blive negativ, mens ylwiigynde at ga tilbage mod 0 — indtil det punkt,
hvor t = 180°; her er x = +1 og y = 0. Fortseetiaridere kredslgbet ud over 180°, bliver nu ogsa y
negativ, mens x begynder at ga tilbage mod O -H idelt punkt, hvor t = 270°;, hererx =0ogy =

+1. Endelig gar begge koordinater tilbage mod uggpuanktet, nar vi fortseetter kredslgbet ind i
den sidste af de fire kvadranter — kredslgbetwgtes] Hvert kredslgb kaldes ogsa en periode.

Koordinaterne x og y siges at veere funktioner aftden matematiske betegnelse for disse funktio-
ner er hhvcosinusogsinus Som det fremgar af ovenstaende, er disse furdtidte lineaere, dvs.

de vokser og aftager ikke parallelt med t, menalesdger sig snart i den ene, snart i den anden ret-
ning, idet de hele tiden svinger mellem +1 og +étt®kommer markant til udtryk, nar vi lader t
bevaege sig i forhold til den vandrette akse, ogtionen i forhold til den lodrette, saledes som det
ses i figur 3 og 4, der viser 4 perioder af hhvsieis- og en cosinusfunktion.

Figur 4

De to kurver er fuldsteendig ensdannede, men fot@fdi forhold til hinanden. Nar sinus- og co-
sinus-funktionerne med et feelles navn omtales sigonometriske funktioneer det af historiske
grunde, nemlig fordi de oprindeligt blev brugt rdondelse med trekantberegning. Undertiden kal-
des de ogséirkulzereeller cykliskefunktioner — betegnelser der bedre deekker, hvashjdatlig star
for; sinus- og cosinus-funktionerne optraeder neimigitematikken overalt, hvor et kredslgb er
inde i billedet — og det er som sagt netop, hvaddjou-figurerne handler om.

Lissajou-figurerne dannes, idet vi lader sinus-tiorien forlgbe i forhold til den lodrette aksam-
tidig med at vi lader cosinus-funktionen forlgbe i fdchtl den vandrette akse (det kan naturligvis
ogsa veere omvendt, hvad der i det falgende erdksempler pa). De to funktioner udtrykkes da
ved ligningerné:

x=1 7~ cos(1l "t

! | matematiske formler vil man normalt udelade iplikationstegnene, nar de som her er underforstegl man vil
ogsa undlade at skrive konstanten, hvis den eef.lr anvendte notationsmade er valgt for at skabensstemmel-
se mellem tallene i parameterfelterne pa den eleeagj ligningerne pa den anden — dette ikke miaidsensyn til den
leeser, som er uvant med at tolke matematiske formle



y=1 7~ sin(l "t)
Dermed er vi tilbage ved figur 2B — de to funktiodefinerer jatilsammerpunkterne pa en cirkel.
De udger det, man kaldeirklens parameterfremstillingCirklen er den simpleste af alle Lissajou-
figurer; den fremstiller det grundlaeggende kredstmjalle andre Lissajou-figurer fremkommer,
idet kredslgb med forskellige perioder kombineEsempelvis udtrykker de to formler

x=1 7~ cos(3 "t

y=1 7~ sin (2 "1t
at 3 perioder afvikles i forhold til den ene aksamtidig med at 2 perioder afvikles i forhold tdrd
anden. Det resulterer i dannelsen af denne figur:

Figur 5
De figurer, Lissajou var i stand til at fremstilteed sine stemmegafler, er alle af formen
x=m ~ cos(a "t
y=n " sin(b "1t
hvor m, n, a og b kan antage diverse heltalligedieerEftersom raekken af hele tal er uendelig, er

der i princippet ingen graenser for, hvor mangeréiguder pa denne made kan dannes; men de er
alle variationer over samme tema og derfor temnigligelle trivielle.

Opstillingen pa neaeste side viser i tabelform hvoriigurerne udvikler sig, efterhdnden som a og b
antager veerdier mellem 1 og 5. Veerdien af m ogirake tilfeelde 1. Den vandrette talraekke angi-
ver veerdien af a, den lodrette angiver veerdien af b

Det begynder for alvor at blive interessant, ndaser x eller y eller dem begge vaere en sum eller
differens af flere led, hver iseer er en sinus+@tsinusfunktion. Et smukt eksempel er

x= 1" cos(1l ~ t)+05 " cos(7 “1)+0,2 " cos(49 1)
y= 1" sin (1  t+05 " sin (7 “1)+0,2 " sin (49 1)

som resulterer i dette kniplingsbroderi (som mam lkase mere om i teksten til Figur 16):




===
S e OV
=@ il
SISV
5

Tabel over Lissajou-figurer af formen xceqa” t) og y =sin(b " t),
hvor a og b antager veerdier mellem 1 og 5

Der er i Figur 6 tale om en kombination af tre lgledh, der forholder sig til hinanden som 1: 7. 49
1. led er det grundleeggende kredslgb, en cirké&cd2danner 6 (ikke 7!) "epicykler” pa denne cir-
kel, og 3. led danner yderligere 6 "epicykler” p&ehaf de farstnaevnte. Laeg meerke til at i dette
eksempel er ogsa amplituderne forskellige. Nar @ot#n i 2. led er 0,5 betyder det, at dette led
kun bidrager halvt sa meget til figurens udstraegusiom 1. led, og nar den i 3.led er 0,2 betyder det
at dette led kun bidrager med en femtedel. St@séssholdet mellem amplituderne er altsa i dette
tifeelde 1 : 0,5: 0,2 (NB. 10 : 5: 2 ville givarame resultat).

Fordi de naevnte forhold er ens for begge koordirtaieer figuren symmetrisk. Er forholdene der-
imod forskellige, fremkommer mere eller mindre assyetriske figurer. Der er ingen greenser hvor,
hvor seert forvredne figurer man kan frembringe, atekndre pa disse forhold — figurer, som under-
tiden synes at vride sig i en dimension, der stékelret pa papiret, som eksempelvis denne "huma-
noide”:
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Figur 7
der er bestemt ved ligningerne:
x= ,1 7 sin(1  t)+05 “ sin (131 " t)+0,2 " sin (4 1)
y= 1" cos(1l ~ t)+05 " cos(132 “t)+0,1 " cos(5 1)

Bemaerk, at sinus-funktionerne denne gang optraedkoordinaten og cosinus-funktionerne i y-
koordinaten — i modsat fald ville figuren ligge n&kn negative amplitude i x-koordinatens 1. led
bevirker, at figurens "hoved” vender opad — hawaléelgnet veeret positivt, ville det vende nedad.

Uanset hvor forvreden og skeev en Lissajou-figuusenil den dog sa godt som altid virke harmo-
nisk og eestetisk — en fglge af, at figuren nechtildste detalje er bestemt af et overordnet princip
Ogsa uden at forsta matematikken fornemmer vigatdén har sin egen immanente logik.

Sammenfattende viser eksemplerne, at hvert |lgghingerne indeholder to parametre — og det er
disse parametre, der skal indtastes for at fA gesteen Lissajou-figur. Den farste parameter, ampli
tuden, som vi vil betegne som m, nar der er talexeékmordinaten , og som n, nar der er tale om y-
koordinaten, bestemmer hhv. figurens bredde ogeh@dn anden parameter, frekvensen, som vi
vil betegne som a, nar der er tale om x-koordinatgrsom b, nar der er tale om y-koordinaten,
udtrykker antallet af kredslgb i forhold til enhedk Er der tale om flere led, vil vi nummerere de
enkelte parametrexl, a2, a3 osv?

Bemaerk at det i denne forbindelse ikke er parareei@ter varierer — den variable i ligningerne er
nemlig t. Parametrene optraeder derimod som komstamten for én og samme figur. Nar vi nu
aendrer en eller flere af parametrene, aendrerwé $igjurens form — og det er det, der er idéen bag
LissaDraw. Figuren er et geometrisk udtryk lfmsningsmaengdeaf de to ligninger.

| LissaDraw kan vi operere med op til tre led ieddx+koordinaten som y-koordinaten, dvs. med op
til 6 amplitudeparametre og 6 frekvensparametre.geaerelle udtryk for de to koordinater bliver
da:

x=ml ~ f@l ~t+m2 “f@ “t)+m3 “f@3 1)
y=nl ~ f(bl ~t)+n2 " f(b2 " t)+n3 T f3 Tt)

Som vi siden skal se eksempler pa behgver funkiidde ngdvendigvis at vaere cosinus i x-
koordinaten og sinus i y-koordinaten; derfor er Henerstattet af det generelle symboltdgn

2 En sddan nummerering vil man normalt skrive somiedre indekstal: m m, m; osv. Denne typografi er imidlertid
problematisk i forbindelse med programmering, séafda overensstemmelse mellem neerveerende tekdgromade
LissaDraw udskriver ligningerne pa, veelges konsekatmindeligt talformat.



Programmets brugerflade skal altsa grundleeggende baseret pa, at man efter eget valg kan ind-
taste op til 6 forskellige frekvensparametre ogskellige amplitudeparametre, hvortil kommer, at
man i hvert tilfaelde skal have mulighed for at veaigellem sinusfunktionen og cosinusfunktionen.
Om brugerfladen handler det naeste afsnit.

3. Brugerfladen

LissaDraw er skrevet i programmeringssproget VBasic 6, og den brugerflade, programvinduet,
man arbejder med pa skaermen, ligner i princippetwligie Windows-baserede programmer.
Programvinduet er delt i det gra omrade til vendtaddetkontrolfeltet fordi det er herfra tegningen
styres, og det lyse omrade til hgjre, kaldgmnefeltetfordi det er her Lissajou-figurerne kommer til
syne. Kontrolfeltet er igen opdelt i parameterfelteret for hhv. x-koordinaten og y-koordinaten,
hvortil kommer et felt, hvor man kan veelge autosiagendring af en eller flere parametre (herom
senere). Parametrene indtastes i de hvide tekstbhi@derst i kontrolfeltet ses et mindre felt med
overskriftenDisplay; her veelges diverse indstillinger, der har meuestdgningen at ggre, sdsom
skalering, stregtykkelse, oplgsningsgrad osv.

. Lizsajou-figurer

1 * cosfl *£) + 1 * =in(2 * )
Z ¥ cosi{Z * &)

LissaDraw
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| det smalle felt over tegnefeltet vises de akeukfjninger automatisk, nar tegneprocessen ertafslu
tet — det betyder, at der altid er overensstemnmtdem ligningerne og den aktuelle figur, hvor-
imod tallene i tekstboxene bade kan geelde den lékfigur, og en figur som endnu ikke er tegnet.
Endelig giver de knapper, der er anbragt nedenrkuaidrolfeltet, adgang til nogle af de funktio-



ner, vi kender fra andre computerprogrammer. Mandédedes gemme den aktuelle figur som en fil
(dvs. det er ikke selve tegningen som gemmes, raatath som er indtastet i tekstboxene; hver fil
fylder kun 1 KB, s& man skal ikke holde sig tilbdgeat gemme interessante data for figurer); man
kan abne allerede gemte data, og dermed hurtggrifegnet en figur, man tidligere har arbejdet
med; man kan kopiere en figur til et andet progtaeks. for at indsaette figuren i et tekstbehand-
lingsprogram eller vedhaefte den til en e-mail; kogi pa denne made fylder en figur 32 KB), og
man kan fa udprintet den aktuelle figur pa papir siéiste knap henvender sig specielt til den ma-
tematisk interesserede; den abner for den far terttbel, der automatisk genereres for hver ny
figur, der tegnes; ved hjeelp af en seerlig cursorge plet, kan man pé figuren fa markeret det, sted
der svarer til et givet koordinatseet i tabellen.

4. Hvordan man tegner og sletter en figur og afbryd er en igangveerende tegnepro-
ces

Nar man i parameterfelternes tekstboxe har indtastelitude- og frekvensparametrene og event.
har foretaget de ngdvendige justereringer i didplegt, tegnes figuren automatisk, idet man med
venstre museknap klikker i tegnefelsaimtidigmed at man holder CTRL nedtrykket. Klikker man
medhgjre museknap et sted i tegnefeltet, far man vist kioatdrne for det pageeldende sted; koor-
dinaterne vises kun sa laenge knappen holdes nkdtridette er kun teenkt som en forelgbig orien-
tering og kan ikke erstatte den tilsvarende funktater styres fra tabellen).

En figur slettes automatisk, s& snart man begyatigne en ny; der kan dog vaere situationer, hvor
man gnsker manuelt at slette en figur, og det ggarske enkelt ved at man klikker pa DELETE.
Klikker man pa DELETE mens tegneprocessen er i gahden del af figuren, der allerede er teg-
net, blive slettet, og tegneprocessen fortsseteddt punkt, hvor man klikkede.

Der kan ogsa veere situationer, hvor man gnskdbgtd® en igangveerende tegneproces — f.eks.
hvis man finder ud af, at oplgsningen er sa hdggtingen vil tage urimelig lang tid. Tegneproces-
sen afbrydes ved at man klikker pa ESC (ved hdigsnjnger kan det vare et par sekunder).

5. Indtastning af parametrene

Programmet accepterer kun indtastning af tal ogteweinus og decimalkomma; hvis man indtaster
andre tegn, vil programmet ikke vide hvad det skile op med dem. | nogle tilfeelde giver endda
kun positive hele tal mening; i enkelte tilfeeldéindtastning af O farer til situationen “divisioned

0", som vil fa ethvert computerprogram til at géaiglas, hvis det ikke forhindres pa den ene eller
anden made (det geelder selvfglgelig ikke, hvisiatitastesfter et andet ciffer!)

For at spare brugeren for hele tiden at skulle \@pneeerksom pa disse faldgruber, er programmet
indrettet sadan, at det blokerer for indtastningggfidige tegn. Hvis man altsa undrer dig over, at
der ikke viser sig noget i en tekstbox, nar makkey pa en taste, sa er forklaringen den, at man ha
valgt et ugyldigt tegn. De fleste andre fejimuligee skulle veere forhindret ved at der dukker en
fejlmelding op pa skaermen, nar man forsgger agtéignren (men man vil utvivisomt kunipeo-
vokereprogrammet til at ga ned!)

Nar programmer starter op, vil der i hver tekstati&rede sta et tal. Dette er default-veerdierne (de
fault er computerslang for start-op indstillingexrigparameterfelterne er tallene valgt sddangat d
fault-figuren er en cirkel; i display-feltet er delgt sadan, at en ikke for kompliceret figur Vive
tegnet med en rimelig oplasning og tegnehastigl@eehpgennemsnitlig computer.



Da man alligevel skal klikke med musen i en teksttwy indtastningen af nye veerdier, er det nem-
mest ved samme lejlighed at treekke cursoren hendaredel af den gamle tekst der skal udskiftes,
sa denne nu fremtraeder pa bla baggrund; den geksedettes da automatisk, nar man indtaster
den nye. Handler det om at rette en indtastning,fkan pa saedvanlig vis slette et tegn ved hjeelp af
DELETE (sletter tegnedfter cursoren) eller BACKSPACE (sletter tegf@tan cursoren).

6. Variabel parameter

Nar man systematisk vil afprgve forskellige parariatistillinger, f.eks. hvis man forsgger at fa en
figur til at se ud pa en bestemt made, er detarfstdel, hvis eendringen af parametrene kan ske
mere eller mindre automatisk. Det er her facilitefariabel paramete(i det falgende omtalt som
VarPar) kommer ind i billedet. Som default-indgtidl er denne facilitet slaet fra, men klikker man i
checkboxerbn for afmaerkninget “flueben” indikerer at faciliteten er aktipmmer 12 andre
checkboxe til syne — en ud for hver af de 12 tekstli parameterfelterne. Hvis man nu veelger at
afmaerke en eller flere af disse, vil tallet i d#imarende tekstbox automatisk blive forhgijet eller
formindsket, hver gang man klikker i tegnefeltatdbd tegne en figur. | begge tilfeelde vil vi tal® o
tilvaekstender altsa ogsa kan veere negativ, og som veaetgkstboxen af samme navn. Default-
veerdien er 1, hvad der altsa betyder, at denddl@fmaerkede parametre forhgjes med 1, hver gang
man klikker i tegnefeltet — dog er det nu ikke CTREn SHIFT, der skal holdes nedtrykket. Man
kan dog stadig benytte CTRL + klik, hvis man gnske€idgentageen figur — maske fordi en af
display-indstillingerne i mellemtiden har skullen@dees.

Som en hovedregel geelder, at jo starre tilveekstahesto vanskeligere er det at fglge hvordan figu-
ren udvikler sig. Drejer det sig specielt om amyal@éparametrene, er det derimod ofte en god idé at
veelge en ganske lille tilveekst, f.eks. 0,1. Datdjesjaeldent noget formal at variere mere end to
parametre pa samme tid.

Nar man fierner "fluebenet” i checkboxen <Aben $tet afmaerkning> fiernes "fluebenene” samti-
dig fra alle checkboxene i parameter-felterne.

7. Mere om Display-indstillingerne og om hvordan ku rver tegnes

Her skal omtales nogle praktiske ting, der sleeikkmmer Lissajou-figurernes matematik ved,
men derimod angar den made, hvorpa figuren tedagmatisk set er Lissajou-figurerkerver,

og ideelt set er en kurve letntinuum dvs. at selv det mindste stykke af kurven bestéendeligt
mange punkter. Men i praksis er man naturligvistitiget lade kurven veere repraesenteret ved et
endeligtantal punkter. | LissaDraw kan man vaelge mellefa disse vist som det de er — altsa ad-
skilte punkter — eller som punkter der forbindesirigjer, sa det i virkeligheden er en polygon, der
tegnes. Normalt vil man foretreekke det sidste. ratie nar antallet af sider naermer sig 50-60, vil
man pa en normal skeerm naeppe kunne se forskelpaélygon og en cirkel, altsa en kurve.

Det er her begrebeplgsningkommer ind. | LissaDraw er oplgsningen et udtiykHvor mange
punkter (subsidieert sider), der genereres i lgben degneproces. Matematisk handler det om hvor
mange veerdier af t, der beregnes i lgbet af eskobd| display-feltet er oplgsningen angivet som
en potens af 2, og nér der som default-indstiliitig 9, betyder det alts&, at der beregies®12
punkter pa kurven. Med andre ord gengives kuniaeetimelsesvis som en polygon med 512 sider
— 0g det geelder, hvad enten kurven er en cirket e|l det specielle ved cirklen er blot, at den-ge
gives som emegulaerpolygon.
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Prgv selv at tegne default-figuren, en cirkel, rdethult-oplgsningen; gar derefter tallet gradvist
mindre, og se hvad der sker. Hvornar man begyrtdarmme se en forskel afhaenger af skeermens
oplgsningsevne, men skriver man 4, vil man medeshdd kunne se, at cirklen bliver til en 16-kant
(2* = 16), og skriver man 2, bliver resultatet en #tkakriver man 1, bliver resultatet en "tokant”,
dvs. man ser blot cirklens vandrette diagonal,kotysr man 0, ser man blot figurens begyndelses-
punkt (kan kun ses, hvis visning af koordinatalesdrakoblet, eller stregtykkelsen er stgrre end 1)
Prgv ogsa at indseette hgjere tal end 9; man vipadepnnesenogen forskel, men der vil ga leenge-
re tid far figuren er tegnet feerdig, fordi antabétpunkter der skal tegnes og forbindes vokser eks
ponentielt, og man kan meget snart komme i de@atsito, at det tager minutter, far tegningen er
feerdig. | sadanne tilfaelde kan man som naevnt adbiggningen ved at trykke pa ESC. Nar man sa
prgver igen, skal man blot huske at saette oplgenititipage til et fornuftigt tal.

Default-indstillingen er sat s& hajt soth=2512, fordi figurens omkreds ellperimeter— forstaet
som den leengde figuren ville have, hvis den restemktil en lige linje — vokser drastisk i takt med
figurens kompleksitet eller foldning. Eksempelvisoenkredsen af Figur 6 ca. 10 gange starre end
omkredsen af en simpel cirkel, og omkredsen afriR8ger ca. 63 gange starre; i sidste tilfaelde vil
det veere ngdvendigt at seette oplgsningen til mit@ialtsa egentlig' = 4096) for at figuren

ikke skal blive for kantet. (NB: i den omtalte thilsid man ogsa kunne se, hvor stor den aktuelle
figurs perimeter er; laes videre herom i kap. 11).

Man kan ogsa fa brug for at veelge en stagrre oplgshivis man gnsker at udprinte en tegning til
papir; printeren vil nemlig normalt have en vaesgrikdre oplgsnings end skeermen — og man vil i
avrigt blive overrasket over sa smuk en figur kivelpa papiret, hvor den maske péa skeermen vir-
ker lovlig kantet!

Programmet giver som sagt ogsa mulighed for an fiigeir fremstillet som punkter, dédke er for-
bundet ved linjer. | feltet med overskriftéiegnemetodkan man veelge mellem <Linje> og
<Punkt>. Prgv det sidste ved forskellige oplgsningder. Med default-indstillingen tegnes linjer sa
tynde som muligt, og punkter tegnes sa sma songtroljsa dette udnyttes farst fuldt ud ved ud-
printning til papir). Det har man mulighed for atdee i tekstboxen <Stregtykkelse>. Prgv f.eks. at
seette oplgsningen til 4, tegnemetoden til <Pungtsteegtykkelsen til 20. Forudsat de gvrige ind-
stillinger er default-indstillingerne, vil man nsiedet for en cirkel se 16 runde pletter, der dann
en ring!

Som man vil forsta er oplgsningen baseret pa fdilgdprincippet:
1-2-4-8-16-32-64-128-256-512 24®sv.

Dette viser sig i praksis at veere en fornuftig dsfon. For hver gang tallet i tekstboxen <Oplgs-
ning> haeves med 1, fordobles altsa antallet af {gup&ubsidizert af sider i den polygon, der som en
tilneermelse repraesenterer kurven. Men samtidigrakal vaere opmeaerksom pa, at den tid, det tager
at tegne figuren pa skeermen, ogsa fordobles! Eradresning er det unaegtelig ogsa, at muligheden
for at tegne egentlige polygoner er begraensebténser af 2; det er ganske vist heller ikke hoved-
formalet med programmet, men alligevel kan dendeedfekt give anledning til nogle fascinerende
figurer (l;es mere herom i 10. kap.). | gvrigt sikmrdoblingsmetoden, at figurer, der er symmetri-
ske med hensyn til akserne, ogsa ned til sidsi fiemtraeder symmetriske pa skaermen.

Som default-indstilling er skaleringen satAiltoskalering Det betyder, at programmet hver gang
beregner hvilken skalering, der er den optimalg ved optimalt forstas her, at figuren fylder tegne
feltet helt ud pa neer en margin pa 10%. Men maroksa vaelgenanuel skaleringhvad der speci-
elt kan veere praktisk, hvis man gnsker at udpentégur i en bestemt stgrrelse. Prgv at eksperi-
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mentere med at fa cirklen tegnet i forskellig stme pa skeermen. Saettes skaleringen til 1, fylder
den tegnefeltet helt ud, seettes den til 2 sneearesnd til halv starrelse osv. Skaleringen kan ud-
maerket veelges som en decimalbrgk.

Under display-indstillingerne skal endnu omtaleman kan til- eller fraveelge koordinatakser og
koordinatgitter. Det kan f.eks. vaere nyttigt, hwian vil udprinte en figur til papir, men af sestiedis
grunde ikke gnsker at fa akser og gitter med. End&hl omtales, at der er mulighed for at fraveel-
geautoredraw Det er en betegnelse som er overtaget fra prageaings-terminologien, og som
betyder at et billede bliver gentegnet, hvis virtcher veeret minimeret, eller hvis det midlertidigt
har veeret deekket af et vindue. Men autoredrawihanris; den virker nemlig pa den made, at bil-
ledet gemmes som en bitmap, og det kan meerkegpéhastigheden. Hvis man derfor har en lang-
som computer, kan det veere en fordel at fraveelggeedraw. Til gengaeld ma man sa finde sig i, at
dele af figuren i visse situationer kan blive glgtsa man ma tegne den om. Det skal ogsa naevnes at
kopieringsfunktionen kun virker, hvis autoredrawtiisoblet (forsgger man alligevel kommer der

en fejlmelding).

Indstillingerne i tekstboxen <Forsinkelse> er nadgtiel, hvis man har en meget hurtig computer,
sa man slet ikke nar at falge tegneprocessen -i sanselv kan vaere en fascinerende form for
animationsfilm! Forsinkelsen virker pa den madajeatindskydes en raeekke tomme beregninger,
som bremser processen. Den fglger samme princippt@sningen, dvs. den udtrykkes som en
potens af 2. Default-indstillingen er 0; men sedvem langsom computer skal man et godt stykke
over 10, far man overhovedet maerker nogen effekt.

8. Koordinatsystemet, skaleringen og tegneretningen

Tegnefeltet er inddelt som et koordinatsystem, hulpunkt altid befinder sig midt i tegnefeltet.
Nar skaleringen er sat til 1 betyder det, at mmgnefeltet ser omradet fra —1 til +1 pa savel x-
aksen som y-aksen; er skaleringen 2, ser man ftiv+2, er den 3, ser man fra -3 til +3 og sa
fremdeles.

Nar visning af koordinatgitter er valgt, ses deshiatidelinger pa akserne som fuldt optrukne linier,
de halve som stiplede linjer. Af hensyn til overslkgheden udelades dog de halve inddelinger au-
tomatisk, nar skaleringen kommer op over 5..

Som allerede naevnt vil et punkts koordinater blig, nar man metigjre museknap klikker pa et
sted inden for tegnefeltet (koordinaterne blivaunagvis automatisk tilpasset skaleringen). Denne
funktion tjener kun som en forelgbig orientering;paecis angivelse af koordinaterne for hver af de
beregnede kurvepunkter sammenholdt med den vatiallkunne findes i den omtalte tabel.

Afhaengigt af om det er sinus- eller cosinusfunkeionder er valgt, vil tegningen af en figur begyn-
de pa x- eller y-aksen, og afheengig af om fortegneteller, , vil den begynde i den positive eller
negative del af denne. Om en figur tegnes med &t uret afhaenger ligeledes af kombinationen
af funktioner og fortegn. Det vil fgre for vidt @génnemga de mange kombinationsmuligheder; her
er et omrade, hvor man selv ma eksperimentereesig, f

9. Et forslag til hvordan man kommer i gang

Det fglgende er et forslag til, hvordan man kan kam gang med selv at generere Lissajou-figurer
pa en konstruktiv og malrettet made. Det er larjeh udtemmende gennemgang, og det ville ogsa
fratage brugeren en vaesentlig del af forngjelseis, ran eller hun ikke fik mulighed for at opleve
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sig i rollen som en opdagelsesrejsende, der ssijteom opgave at udforske og kortleegge ukendt
land.

Séaledes som Lissajou oprindeligt frembragte sigerér, er formen kun bestemt af fire parametre,
nemlig amplituden og frekvensen for hver af detéorsnegafler. Nar dette program kan frembringe
figurer, som Lissajou ikke i sin vildeste fantaankie dramme om, er det fordi det opererer med op
til 12 parametre, nemlig 6 amplitudeparametre, dgkvensparametre - svarende til en opstilling
med seks stemmegafler i stedet for Lissajou’s to!

| de figurer Lissajou frembragte er hver af de doklinater bestemt af en ligning, der blot bestar a
et enkelt led, og vi vil i dette tilfeelde tale drissajou-figurer af 1. grader den ene eller begge
koordinater bestemt af en ligning med to led, viiale omLissajou-figurer af 2. gradog er den

ene eller begge koordinater bestemt af en ligmig tre led, vil vi tale orhissajou-figurer af 3.
grad.

Dertil kommer, at man for hvert led i de to ligna@rckan veelge mellem en sinus-funktion eller en
cosinus-funktion. Som hovedregel skal de sammenkerked i de to ligninger dog haweodsatte
funktioner; i modsat fald vil figuren eller delefajuren populaert sagt blive tegnet vinkelret wal fr
skeermen, sa man reelt blot ser en ret linje. Peksfat se hvad der sker, ndr m1, n1, al og b1 all
er sat til 1 (de @vrige parametre til 0) og funkéme er ens for begge koordinater.

Begge parametre i et parameterfelt seettes till0deidpagaeldende led ikke skal indga i ligningen.
Seettes kun frekvensparameteren til 0, kan det joiegabe led i visse tilfeelde komme til at fungere
som en konstant, der forskyder tegningen i forhiblakserne. Prav f.eks. at ga ud fra default-
veerdierne og saet s& m2 til 1, mens resten af p&@madorbliver 0 (den matematisk kyndige vil let
kunne forklare, hvad der sker!).

Lissajou-figurer af 1. grad

Andring af amplituderne m1 og nl

Lad os ga ud fra default-indstillingen, hvor degufi der tegnes er en cirkel, og lad os begynde med
at eendre amplitude-parametrene m1 og nl. Lad osdand tilkoble VarPar, seette tilvaeksten til 1
(default-indstillingen) og afmeerke checkboxen udnid med et "flueben”. Dermed vil m1 blive
forhgjet med 1, hver gang vi klikker i tegnefekaintidig med at vi holder SHIFT nede. Resultatet
af de fire farste klik vil blive disse figurer:

(o=

Figur 9

Der sker det, at forholdet mellem hgjde (n1) ogldee(m1l) farst er 1 : 1 og derefter eendres til
1:2,1:30g1:4. Egentlig er det hgjden,atdronstant, men fordi der er valgt automatisk eskal
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ring, bliver det i stedet figurens maksimale udktriagg inden for tegnefeltet, der er konstant. Hvis
visning af koordinatgitter er tilvalgt, vil man kne se, at gitteret blev teettere og teettere.

Vi kan opna, at det reelt er bredden, der er kamskeis vi lader m1 sta fast pa 1 og i stedet @ndr
nl pa denne made: 1, 0,5 (= 1/2), 0,33 (= 1/3% 0521/4) osv. Hvis visning af koordinatgitter er
tilvalgt, vil vi nu se, at gitteret forbliver useradr

Hvis de amplitude-parametrene der ligger til grémmdx og y i Figur 9 ombyttes, vil vi naturligvig f
en serie ellipser, der star pa hgjkant.

Pa tilsvarende made kan forholdet mellem enhveemfigurs hgjde og bredde sendres. Det foreslas
at prave dette af med forskellige veerdier af frelsyparametrene al og bl. (Vaer opmaerksom pa, at
nar der er tale om Lissajou-figurer af 2. og 3dgfangerer amplitude-parametrene i de enkelte led
uafhaengigt af hinanden).

Andring af frekvenserne al og bl

Vi vil nu lade amplituderne m1 og n1 ligge fastyaardien 1, og i stedet vil vi eendre frekvenserne
al og bl. Lad os begynde med at eendre al og blanadesaerdi. Vi vil opdage, at dette ikke
forandrer figurens form (den vil fortsat veere etkel), men blot betyder, at den bliver tegfiete
gange; seettes begge veerdier f.eks. til 6, vil damse cirkel blive tegnet 6 gange. Det vil ikke vil
kunne ses, men det vil kunne maerkes pa at tegresmec karer i laengere tid (under tegneproces-
sen tager musepilen form som et timeglas; huskaatgsen event. kan afbrydes med ESC).

Hvis veerdierne ikke er heltallige, betyder detettktedslgbet kun gennemfgres delvist. Prgv f.eks.
at seette begge veerdier til 0,5 og se hvad der sker.

De tilfeelde, hvor frekvenserne al og b1l fuaskellig veerdi, er allerede omtalt i kap.2 og nogle af
dem er gengivet i tabellen side 5. Hvis man mestesyatisk vil afprgve en serie figurer, kan det

igen anbefales, at man tilkobler VarPar. Prgv f.akfegynde med default-indstillingen, afmaerk
chekboxen ud for b1, og se hvad der sker, nar radhlivende klikker i tegnefeltet, mens SHIFT

holdes nede (de farste 5 figurer vil veere identigkd 1. kolonne i Plancel). Husk, at hvis figuren
begynder at blive kantet, er det fordi man har tvaigfor lav oplgsning.

Med diverse kombinationer af al og b1l er reperta@iféissajou-figurer i klassisk forstand faktisk
udtgmt. Da talraekken er uendelig er repertoireskawist ogsa uendeligt, men alle disse figurer er
sa at sige variationer over det samme tema, ogdieytseinteresse er gaet tabt laenge far man nar
variation nr. 100!

Lissajou-figurer af 2. grad

X er bestemt af to led, vy er bestemt af et led

Det ville veere neerliggende at tro, at den simplestsajou-figurer af 2. grad er beskrevet ved lig-
ningerne

x=1 “cos(1*t)+1 “cos(l 1)
y=1 " sin(l*t)
men nar vi indtaster disse parametre i de respekgistboxe og klikker med musen i tegnefeltet

samtidig med at CTRL holdes nedtrykket, vil vi fafegur at se, som vi allerede kender, nemlig den
farste af ellipserne i Figur 9, beskrevet ved ing@rne

X=2 “cos(l 1)
y=1 “sin(l T 1)
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Forklaringen er den enkle, at nar to eller fledkilsamme ligning har samme frekvens, tzeller de
som ét led, hvis amplitude er summen de enkeltededplituder. Som et andet eksempel vil fal-
gende tre led
x=1 " cos(7 “t+3 “cos(7 T tH)+5 “cos(7 1)
kunne reduceres til
x=9 “cos(7 1t

Heraf kan vi drage den slutning, at det ikke tjemaget formal at tilfgje et nyt led, med mindre det
indeholder et frekvenstal som er forskellig fraeeige. Med andre ord vil vi kun fa en Lissajou-
figur af 2. grad, hvis frekvensen i de to led eskellige.

Men prav nu selv at se hvad der sker, nar maminggrne

x=1 “cos(@al “H+1 “cos(@2 't

y=2 “sin(l T 1)
udskifter al og a2 med diverkmskelligetal. Prav ogsa i nogle tilfaelde at give 2. lecstarre eller
mindre amplitude (ogsa gerne braker, dvs. decimbt). Prav dernzest at aendre frekvensparame-

teren i y-koordinaten med andre tal. Det viserssigrt, at vi med dette simple ligningsseet allerede
er i stand til at kreere et meget afvekslende teperaf Lissajou-figurer.

Figur 10 er et eksempel pa, hvad ovenstaendertméigr resulterer i, ndr man begynder med al = 1
og a2 = 2, hvorefter man veelger VarPar, seetteelisten til 1, afmaerker chekboxene ud for al og
a2, og tegner fire pa hinanden fglgende figuret, ikt nu er SHIFT, som skal holdes nedtrykket,
mens man klikker i tegnefeltet:

PRCREES

Figur 10

Bade x og y er bestemt af to led

Det er ikke meningen, at vi nu systematisk skahgemga alle de mange kombinationsmuligheder,
to led giver anledning til. Man skal selv have fjeisen af ga pa opdagelsesrejse i Lissajou-
figurerne mangfoldige verden, og ved at bruge Viarean man hurtigt fa et indtryk af, hvor en pa-
begyndt vej farer hen.

Som et enkelt eksempel vil vi se, hvad der skaryngar ud fra ligningerne

x=1 “cos(1 “t+1 “cos(@2 )

y=1 “sinl “t+1 “sin(b2 7 1)
og aendrer a2 og b2. Vi indskreenker yderligere ekgsrtil de tilfeelde, hvor a2 og samtidig
antager veerdierne 2, 3, 4 og 5:
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SICPISSES!

Figur 11

Farste led i ligningerne definerer en simpel cirbgl uanset hvilken figur andet led i sig selv defi
nerer, sa vil denne figur sa at sige blive vredatt langs denne cirkel. | disse eksempler er den
sekundzere figur selv en cirkel (fordi ogsa a2 oghige store). Det handler faktisk om det fra
astronomien kendte feenomepicykler(betegnelsen for et mindre kredslgb inden i etstreds-
l@b). Leeg i gvrigt meerke til at frekvensen skaltssdtil n + 1 for at fa en figur med n epicykler.

Men det samlede resultat afheenger naturligvis afjérholdet mellem amplitude-parametrene.
Lad os nu seette bade a2 og b2 til 9, og lad odtdessette bade m2 og n2 til farst 1, s& 0,5 og en-
delig til 0,1. Og lad os igen minde om, at det matesk handler om at vi finde Igsningsmaengden
for ligningerne

x=1 “cos(1 T t)+m2 “cos(9 1)

y=1 “sinl T t)+n2 “sin(@ 1)
idet vi lader m2 og n2 antage tre forskellige vardsningsmaengden afbilder vi dernaest grafisk i
et retvinklet koordinatsystem. Resultatet ses her:

BED

Figur 12

| disse eksempler vender epicyklerne indad, méanifa dem til at vende udad ved at aendre for-
tegnet til en af amplitude-parametrene (ligegylagken) til et minus. Eksempelvis forvandles den
sidste figur da til:

Figur 13
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Fordi de korresponderende led i de to ligningerdamnme parametre, er disse figurer symmetriske
pa samme made som f.eks. en kurveblomst. Symmesrikceres dog til kun at omfatte en enkelt
akse, i samme gjeblik en af frekvensparametretierskig ud fra de gvrige — og den kan helt op-
heeves, nar vi tillige begynder at bytte om pa fiamer og fortegn. Et simpelt men instruktivt ek-
sempel er

x=1 “cos(3 “tH+1 “cos(5 1)

y=1 “sin2 T+l “sin(6 1)
som resulterer i Figur 14A. Men lad os ogsa brugemplet til at demonstrere, hvordan vi ved at
aendre pa amplitudeparametrenes fortegn kan dggjesfi i trin & 90° (andre vinkler er i dette til-
feelde ikke mulige). Saledes far vi Figur 14B, ndr en negativ, Figur 14C nar nl er negativ, og
Figur 14D nar n2 er negativ (det er underforstbeeaandre amplitudeparametre alle er positive):

A B C D
Figur 14

De samme fire figurer vil fremkomme ved diverserarkbmbinationer af de fire amplitude-
parametres fortegn. Men der er alligevel en forskaglger vi nemlig en oplgsning, hvor tegnepro-
cessen tydeligt kan falges, vil vi se at den sarfigue i nogle tilfeelde tegnesioduret, i andre til-
feeldemeduret.

Den der sgger udfordringer i form af matematiskgamer kan eventuelt undersgge systematikken
bag dette neermere — og sadanne udfordringer dokkeveralt, nar man begynder at udforske Lis-
sajou-figurernes univers!

Det er i denne forbindelse ogsa veerd at naevnessajbu-figurerne i flere tilfaelde afspejler reelle

fysiske feenomener. Det fra akustikken kendte belgeetmoniske svingninger er det klassiske ek-

sempel; men de fgr omtalte epicykler afspejler atierede naevnt et astronomisk feenomen — ek-
sempelvis hvordan en mane kredser omkring en plaagttidig med at denne kredser omkring en
sol. | idealiseret form illustreres dette i Fig@C, men i virkelighedens verden er der normalt ikke
tale om et simpelt rationelt talforhold.

Eksempelvis er manens omlgbstid om jorden ikke &fj@rdens omlgbstid om solen, sdledes som
det egentlig ligger i betegnelsen ‘en maned’ sagémefs staerkt tillempede inddeling i 12 maneder.
Men vi kan godt vaelge parametrene, sa vi kommepéeselen astronomiske virkelighed; med en
rimelig tilneermelse kan vi saette et maneomlgb kgira7 dagn, og et ar lig med 364 dagn; det be-
tyder, at manens bane set i forhold til solen stdrat af ligningerne:

x=1 “cos(27 T t)+m2 “cos(364 1)

y=1 " sin(27 7 t) +n2vsin(364 ")

Eksemplet er dog stadig idealiseret, bl.a. fordigms bane ikke er en cirkel men en ellipse — det
kan der imidlertid ogsa tages hgjde for ved hjéépog nl — prav selv!

Seetter vi nu veerdien af m2 og n2 sadan, at figogsa afspejler det korrekte forhold mellem ma-
nens afstand fra jorden og jordens afstand franssiemanens bevaegelse overhovedet ikke veere
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synlig pa skaermen. Prgv i stedet at saette m2 ¢ig®h2, og tegn sa figuren — men veelg en sa hgj
oplgsning, at tegneprocessen kan falges i ro og(elley brug i stedet <Forsinkelse>), og afbryd
den s& med ESC, sa snart det farste af de i &ite2iglab er afsluttet. Figuren illustrerer nu manen
bane i lgbet af et ar. Lad derefter tegneprocessemgennem 2 kredslgb; figuren illustrerer nu,
hvordan méanens beveegelse i forhold til solen (sefimdber sig i figurens centrum) forskydes fra
det ene ar til det andet. Lad afsluttende tegnessen kare gennem alle 27 kredslgb — resultatet
bliver en figur, der kan minde om mgnsteret pdykledaek (!), men den afspejler altsd, at forlgbet
efter 27 kredslab (ar) vender tilbage udgangspositi, og at de til manen knyttede faenomener sa-
ledes gentager sig i et overordnet kredslgb (NEtta7 svarer dog stadig ikke til virkeligheden!)

Lissajou-figurer af 3. grad

Nar vi nu tilfgjer et 3. led til ligningerne, fogner antallet af stier i Lissajou-figurernes junsjig
ud i det uoverskueligede, og det ma overladestil@hkelte opdagelsesrejsende at tegne sine egne
kort. Men lad os prgve at fglge den sti, vi allerédr veeret inde pa i forbindelse med figur 6.

Her var frekvens-parametrene i 3. led 2. potenBelvens-parametrene i 2. led, hvilket medfgrte at
figuren blev helt igennem symmetrisk. Men prgv enpat undersgg hvad der sker, hvis vi i stedet
lader a3 og b3 antage diverse heltallige veerdi.fald vil der stadig veere tale om symmetri, men
ikke s& gennemfgrt som i Figur 6. Opgaven gar alispa systematisk at undersgge tilfaeldene

x= 17 cos(l  t)+05 " cos(7 “1)+0,2 " cos(a3 "t

y= 1" sin(1  t+05 “sin (7 T 1)+0,2 “sin (b3 7 1)
hvor a3 = b3 er et vilkarligt helt tal. Vi kan heed fordel bruge VarPar, idet vi seetter tilveeksilen
1, afmaerker chekboxene ud for a3 og b3, og saattpmblelsesvaerdien af disse til 2 (tilfeeldet a3 =

b3 = 1 kan vi godt springe over, for sa er vi |bdie i Lissajou-figurer af 2. grad; det samme geel-
der tilfeeldet a3 = b3 = 7). Figur 15 viser tilfeatdea3 = b3 =8, 9, 10 og 11:

DE9 8

Figur 15

Af figurerne kan vi bl.a. uddrage den regel, atelesymmetri om x-aksen, nar a3 = b3 er et lige tal
og symmetri om bade x-aksen og y-aksen, nar a3er b8ulige tal (det overlades til den matema-
tisk kyndige selv at forklare dette feenomen).

Prgv ogsa at eksperimentere med fortegnene i démdefige Figur 6. Blandt de talrige kombina-
tionsmuligheder er i Figur 16 vist tilfeeldene, h¥arst m2 er negativ, derefter n2, m3 og n3 (det er
underforstaet at de andre amplitude-parametreeafp@sitive):
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Figur 16

Bemaerk at A og B er identiske, men drejet 22,%théld til hinanden; C og D er derimod ikke
identiske. Generelt handler det om, at nogle epecykender indad, andre udad, og om hvordan
disse gensidigt griber ind i hinanden.

Ligesom det geelder for Lissajou-figurer af 2. gialdser symmetrien nedbrudt i samme grad som
frekvens-parametrene adskiller sig fra hinandergegkan helt ophaeves, nar vi tillige begynder at
bytte om pa funktioner og fortegn.

Nar frekvenstallene bliver tilstraekkeligt storegipeder figurerne at ligne stregtegninger, og i rog|
tilfeelde kan de minde om de indviklede stregmgn&aet guillochering), man bl.a. kender fra
pengesedler. Som allerede neevnt i forbindelse ned  kan disse figurer undertiden synes at
vride sig i en dimension, der star vinkelret paimpHer fglger fire andre eksempler, der mht. ud-
seende adskiller sig radikalt fra hinanden, skenttit. ligningerne er naesten identiske:
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Figur 17
Og her falger sa ligningerne;

x= 1" cos(1l  ~ t+1 ~ cos(100 " t)+1 " cos (150 1)

= 17 sin(l  t+1 ~ sin (100 "t +1 “ sin (150 1)
x= 1" cos(1l ~ t)+1 ~ cos(100 " t)+1 " cos (150 1)
y= 17" sin(1  tH+1 ~ sin (99 " t+1 “ sin (150 1)
x= 1" cos(1l  ~ t)+1 ~ cos(100 " t)+1 " cos (150 1)
y= 17" sin(1  t+1 ~ sin 101 " t+1 “ sin (150 1)
x= 1" cos(1l t)+1 ~ cos(100 " t)+1 " cos (150 1)
y= 17" sin(1  t+1 ~ sin 101 " t+1 " sin (151 1)

Sa lidt skal der til at skabe en helt ny figur! @ger heraf, at det i mange tilfeelde er kompletium
ligt at forestille sig, hvad resultatet bliver. Mear kommer sa et nyt oplevelsesmoment ind: overra-
skelsen!
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Husk pa, at figurens samlede laengde, perimetetiger sned frekvenstallet. | de sidste eksempler
vil det veere ngdvendigt at arbejde med en oplgspéngindst 12 (dvs.*2= 4096) for at undga at
figuren bliver kantet, dvs. bliver vist som det dent faktisk er — en polygon.

10. Polygon-figurer

At det reelt er polygoner, vi opererer med (lee®her afsnit 7) kan udnyttes kreativt, sa vi far dan
net nogle figurer, som ikke kan betegnes som Lass&gurer i egentlig forstand, men som ikke
desto mindre kan veere ganske fascinerende. Mee andligar vi her en dyd af nadvendigheden!
Eksemplerne i Figur 18 og 19 er mht. til ligningeidentiske med figurer, vi alleretiar set; for-
skellen er alene, at vi nu gengiver dem med enréawplgsning.

Figur 18 er identisk med Figur 5, men her gengmed oplgsning = 3, 4, og 5. Figur 19 er identisk
med Figur 15, men her gengivet med oplgsning =a4 6 (det har her vaeret ngdvendigt at ga et
trin op, fordi den sidste figur grundlaeggende hmast@rre perimeter end den farste).

& & &

Figur 18

<> 8988

Figur 19

Med denne teknik vil den kreativt begavede utvimis@&unne ga visse non-figurative kunstnere i
bedene. En raekke eksempler er vist side 24.

Et studium af de polygoner, der kan genereres readelmetode, giver i gvrigt anledning til adskil-
lige talteoretiske betragtninger. Idet vi stadig Im&ke pa, at antallet af sider i de polygoner kder
tegnes i LissaDraw, er begreenset til potenser skdl,naevnes et enkelt eksempel:

Som vi tidligere har set, fremstiller de to simfpminger:

x= 17 cos(n ~ t)

y= 1" sin(n " 1)
en cirkel, der tegnes lige s@ mange gange son tadlegiver. Vi vil lade n gennemlgbe en fortlg-
bende raekke af hele tal; men denne gang veelgeedifanszet en sa lav oplgsning, at figuren frem-
treeder som en polygon. Det viser sig da, at denkoanmer en serie af polygoner, som skagnt be-
sleegtede er vidt forskellige. Farst og fremmesanthllet af sider veere forskellig (dog som lige
naevnt begraenset til potenser af 2), og i de fldéselde handler det orstjernepolygoner

Hvor mange sider polygonen far afheenger naturligfjigivilken oplgsning, vi har valgt. Prgv f.eks.
at seette oplgsningen til 6 (dv§.2264), vaelg VarPar med tilvaekst = 1, begynd medlnog be-
gynd sa at tegne. Det viser sig snart, at udviklinfplger et bestemt manster. | efterfalgende tabel



20

er sammenhaengen mellem n og antallet af sidefaristmradet n = 16 til n = 32:

n | 161718192021 |22(23|24(25|26|27|28|29|30|31|32
sider| 4 | 64|32|64|16|64|32/64| 8 |64|32|64|16|64|32|64|(2)

Selv om tabellen kun omfatter et udsnit, er det ook til at demonstrere, at polygonerne gentager
sig i et periodisk mgnster. Den dybere forklarikgl S@ges i modulo-aritmetikken; en kortfattet
forklaring er denne:

Nar n eksempelvis er 16, betyder det, at vi hakrkislgb & 360°, hvilket i alt giver 5760°. Nar vi

nu vaelger oplgsningert 2 64, betyder det, at disse 5760° skal delesdedd, hvilket giver en bue-
laengde pa 90° til hver. Med andre ord fremkommedadimg for hver 90° — og resultatet bliver en
regulaer 4-kant. Men for den naeste veerdi af n, altsbliver resultatet et ganske andet. Nu er den
samlede bueleengde 36017 = 6120°, og nar vi deler dette tal med 64yi&5,625. Med andre

ord far polygonen nu et hjgrne eller en spids f@rt95,625°, hvad der betyder, at spidserne i hvert
nyt kredslgb falder pa nye steder, men vel at maftke et bestemt mgnster, og sadan at forlgbet
slutter, hvor det begyndte. Resultatet bliver ggrisepolygon med 64-spidser. Nar n er 18 bliver
resultatet en stjernepolygon med 32-spidser — ogdet ses i tabellen er det samme tilfaeldet, nar n
er 22, 26 og 30 (altsa hver fierde gang).

Men der er alligevel en bemeerkelsesvaerdig forskeligse fire 32-sidede stjernepolygoner. Den
vinkel polygonen forskydes med er nemlig forskeli@m gang til gang; igen falger forskydningen et
bestemt mgnster — med det resultatet, at krydsstjgrmepolygonen under dette forlgb traekker sig
indad mod midten, sadan som det ses i Figur 21:
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Figur 21

Fortseetter vi forlgbet, bevaeger polygonen sig igtad for at ende som en almindelig reguleer 32-
kant — og saledes pulserer polygonen skiftevioomdd hele vejen op gennem talreekken!

Ogsa i dette tilfeelde afspejler figuren et (gangkenoget teoretisk) fysisk feenomen. Polygonen er
nemlig identisk med den bane en lysstrale vil fgtyés den med en given vinkel som udgangs-
punkt sa at sige "fanges ind” i et perfekt cirkulsgejl! Eller den bane en billardkugle vil falgeér
den rikochetterer mod banden pa et cirkuleert bilard uden gnidningsmodstand!

Blandt utallige andre eksempler kan naevnes, atirsietter oplgsningen til 692 64) dannes en
periodisk serie af fascinerende polygoner af dgdiadie ligninger (der ogsa danner grundlag for de
allerede naevnte figurer side 24):

1 “cos(3 "t+5 “sin(n T 1)

1 “sin2 “t+5 “sin(n T 1)

X
y
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Farste gang sker det i omradet mellem n = 1 o@#,=lvs. perioden er lig med oplgsningen. Seer-
ligt fascinerende er omradet mellem n = 22 og 13 £ts& eksemplerne side 24) og de tilsvarende
steder i de fglgende perioder. Overraskende nakenjgr der ind imellem 5- og 7-delte polygoner.
Her er igen en udfordring til en talteoretiker!

11. Tabellen og markering af en given position

Nar man klikker pa knappen <Tabel> nederst i kdfetitet, abnes en tabel, der viser koordinaterne
for samtlige punkter, der er beregnet i forbindehsezl den aktuelle figur (tabellen genereres samti-
dig med at beregningen og udskrivningen finder)sted

lllustrationen viser et udsnit af tabellen for ¢enk
. Tabel
Klik. rmed d kede koordinat for at f x= 1 s 9
ik med muzen pd den enskede koordinat for at (3 _ s .
dem markeret pd figuren. Holdes knappen nede, y=1 sin (1 H
mens pilen fares gennem tabelen, vil en rad plet : :
markere positionen pa figuren. En pasition uden for tegnet med default-oplqsnl'ngeﬁ (:2512)_' Ta”e_ne |
den syrlige del af tabellen findss hurtigst ved at 1. kolonne udtrykker t (ligningernes variable)4 ra
zammenholde "elevatorens" stillng med zkalaen til dianmal: i 2. kolonne er t udtrvkt i grader. 3. d&ohe
hajre, zom vizger den omtrentlige pozition | arader. o y g e
- - er x-koordinaten x og 4. kolonne er y-koordinaten.
thad)_tlgiad] . Neden under tabellen findes en ramme, hvor man
14358 08227 071346 09909 a
14481 09297 01224 09925 —0 kan se, hvor mange punkter der er beregnet for den
14603 08367 071102 03343 3 aktuelle figur. Dette antal kan event. Reducebs, i
14726 08433 00920 09952 tordobli / halveri o < h |
14849 09508 00958 09963 2 — 6O oraobiings- avermgsprmmppet 0gsa her er-gee
14972 08578 00736 09973 — gp dende. Det kan veere nyttigt, hvis det har veeret ngd
15094 08648 D00E13 09987 diat at vael hai oolasni tabell
15217 08719 00491 o0gss 120 | Vendigtat veelge en hgj oplgsning, og tabelien som
15340 08789 00368 09393 48 folge deraf er blevet meget stor og uoverskuelig.
15462 08853 00245 09997 : :
IBESE 02930 001Z: 09333 — 180 Med knappen'<(.5enda.n> kgn tabellen til enhver tid
g : e _ o1 fores tilbage til sin oprindelige starrelse.
1883 09070 00123 093999 , , _ , .
16953 09141 00245 09397  — 240 Erfaringen har vist, at det ikke tjener noget forata
AR Dol hoded D22 —2 | udvide tabellen med mere entf 2 4096 elementer.
16322 09352 00613 09951  — 300 Over dette antal vil tabellen derfor automatiskli
1%;;# ggjg% ggggg ggggg — 330 reduceret, idet kun hver 2., 4., 8. osv. data inidsge
16690 09563 -00980 09952  — 360 det er imidlertid fortsat den totale datamaengde, de
16812 09633 01102 03339 = ligger til grund for figuren savel for beregningain
Perimeteren er. [ £ 28314057 365429 perimeteren.
[ Tabellen omfatter koordinaterne for 512 punkter | Den til et givet koordinatsaet svarende position pa
: figuren markeres med en rgd plet, nar man med mu-
F!eduu:erl Far brvert klik halveres antallet af data, . o i s . o
sen Kklikker pa linjen (i eksemplet er det 90°, eler
Gendan | Det oprindelige antal af data gendannes, valgt). Bevaeger man musen op eller ned gennem
Data bevares, nér tabellen forlades wed at man klikker tabellen med venstre knap nedtrykket vil dette af-
med musen | tegnefeltet. Data mistes, nar tabellen lukkes . . j
spejle sig som en bevaegelse af den rade plet.

LissaDraw er imidlertid ogsa udstyret med en fumktisa man kan lade den rgde plet falge perime-
teren i enhver figur — men nu uden at koordinat®fiver vist som tal. | stedet for at holde CTRL
eller SHIFT nedtrykket, mens der med venstre muselktikkes i tegnefeltet, er det nu ALT, som
skal holdes nedtrykket. For at i ro og mag at kuimhge den rgde plets bevaegelse, kan det blive
ngdvendigt at seette oplgsningen til en hgjere vgeltdr veelge <Forsinkelse>) — men vel at maerke
efterat figuren er tegnet med en event. lavere oplgsnin
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Derudover kan man som tidligere naevnt altid fa @est tilneermelsesvise veerdi af koordinaterne
for et punkt pa figuren ved at holtigjre museknap nedtrykket pa stedet.

Specielt om perimeteren

Vi mangler endnu at omtale det felt under tabeltksr,er benaevmerimeterenog hvorved forstas
figurens samlede leengde. For cirklens vedkommevaieisdet til periferien; for en polygons ved-
kommende svarer det til summen af siderne. Kurifsten og de reguleere polygoner kan man
opstille en simpel formel for perimeteren; selv éorsa enkel figur som en ellipse ma man ty til
infinitesimalregning for at finde perimeteren —méy det kommer til de karakteristiske "foldede”
Lissajou-figurer er det noget af en opgave sehefogarvet matematiker.

Den metode, der ligger til grund for beregningefigafrerneer imidlertid allerede en form for infi-
nitesimalregning. Princippet i infinitesimalregniag at man deler en kurve op i et stort antal min-
dre dele (ideelt set uendeligt mange dele) — ogdeetop hvad vi gar, nar vi veelger en hgj oplas-
ning og beregner de enkelte punkters position. Miderbinder vi punkterne med linjer — og disses
leengde kan beregnes efter den velkendte formel:

k=~02- 302 +(y2- yD)?

| et programmeringssprog som VisualBasic er detdemnst simpel opgave lgbende at opsummere
resultaterne — og derned far vi figurens samledgdie (altsa perimeteren) med en tilnsermelse, der
kun er afhaengig af oplgsningen! Pointen er, dtke behgver at kende nogen formel, men blot skal
indtaste parametrene — computeren udfgrer helgdatlsdt imens den tegner figuren! Det siger
noget om computerens enorme effektivitet, at dekikeshelt lille ekstraopgave, der skal gentages
for hvert eneste punkt pa figuren, neeppe forleeteggretiden maerkbart!

Allerede med en oplgsning pa 9, vil vi fa perimetefor en cirkel (som altsa i dette tilfeelde er en
reguleer 512-kant) udregnet til 6,28314, dvs. erdielr farst pa 5. decimal afvigelser fra den
korrekte veerdi af 2

Veelger vi i stedet oplagsningen 2, vil vi fa tegaetregulaer firkant, og perimeteren bliver beregnet
til 5,65685. Nar diagonalen i et kvadrat seettesnagl 2 (svarende til diameteren i enhedscirklen),
bliver sideleengden som bekend® . Dette stemmer overens med &t 42 = 5,65685.

Nar det drejer sig om ellipser, kan man event. sanligne resultaterne med den legendariske indi-
ske matematiker Ramanujans empiriskeilogermedgmen overraskende preecise) formel

perimeteren ~ (3a+3b- +/(a+3b)(b+3a)

hvora ogb er hhv. ellipsens store og lille akse (svarendaliog nl i LissaDraw).
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Kort oversigt over tegnefunktioner og faciliteter i LissaDraw

Tegnefunktioner
klik i tegnefeltet Figuren tegnes péa grundlag af de indtastede esnog display-veerdier.
SHIFT + Klik i tegnefeltet med hgje/venstre musgkrided variabel parameter aktiveret
forhgjes/seenkes de afmeerkede parametre automaddskiem valgte tilveekst, hver gang der
klikkes i tegnefeltet (mere herom i kap.6: Brugérnaaiabel parameter)
ALT + Klik i tegnefeltet En rad plet gennemigber perimeteren af den vélyie fungerer
ogsa selv om figuren endnu ikke er tegnet.
ESC Et pabegyndt tegneforlgb afbrydes.
DELETE: Figuren i tegnefeltet og teksten i ligningsfekkdttes.

NB. Hvis programmet ikke reagerer som gnsket pa ESBHJTE, er det fordi man
efter at have startet tegneprocessen har klikketrmesen i en af tekstboxene — klik
med musen i tegnefeltet, og prgv sa igen!

Knapperne nederst i kontrolfeltet
- Gemmer aktuelle parameter-indstillifem altsa ikke figurerne selv og heller
ikke display-indstillingerne!) — falg vejledningeNB: det tilrddes at oprette en speciel fol-
der til disse filer. Extension tilfgjes automatsim ’.Lissa’. Hver fil fylder 1 KB.
Giver adgang til tidligere gemte partamimdstillinger, som automatisk indsaet-
tes i kontrolfeltet — fglg vejledningen.
Overfgrer en kopi af den aktuellgriing pa skeermen til udklipsholderen. En
kopi fylder 32 KB.
NB. Alle illustrationer i dette heefte er lavet vigidelp af kopieringsfunktionen, dvs.
de er kopier af figuren som den ses pa skaermea Likgrintede figurer.
Udprinter den aktuelle tegning pa ipaBiguren udprintes i samme stgrrelse,
som den ses pa skaermen, og der tilfgjes en ramanensie til tegnefeltets starrelse. Uanset
farvevalget i kontrolfeltet udprintes figuren soortsstreg pa hvid baggrund. Oplgsning,
stregtykkelse m.m. fglger kontrolfeltets indstifjar. Figur og ramme placeres i portraetfor-
mat pa et Ad-ark; nedenunder tilfgjes automatigkighinger, (2) skalering, (3) oplgsning,
(4) stregtykkelse samt (5) dato og klokkesleet fiprintningen.
NB. Figuren side 25 er et eksempel pa en printériftisden er identisk med sidste
figur pa side 24 og demonstrerer dermed saledskedien i oplgsningen mellem en
skaermkopi og en udprintning.
Et klik p& denne knap abner et vindwelran tabel over de data, der er frem-
kommet i forbindelse med genereringen af den altdigiur — falg vejledningen (laes i gv-
rigt kap.11).

Lukning af programmet

LissaDraw lukkes ved at klikke I gverste hgjre hjgrne. Alle indstillinger ventithage til
default-veerdierne.



24

9 eksempler pa polygone figurer, der alle er dannef |

igningen

2 * cos(t) + 5 * cos(n * t)
2 *sin(t) + 5 * sin(n * t)

X
y

n=26

n=43

n=22

n=33

6 (dvs. polygonen har=264 sider)

A) oplgsning

n=21

n=31

n=74

n=73

9 (dvs. polygonen har=2512 sider)

B) opl@gsning

n=72

n er eksponenten ['2der definerer antallet af sider i polygonen
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