Dette er den fierde af fem artikler under den fsatieerskrift

Studier pa grundlag af programmet SKALAGENERATOREN
(forfatter: Jgrgen Erichsen)

4. Snittets keedebrgksfremstilling og dets konvergen ter

Vi vender nu tilbage til tabellen BXALAGENERATORENS Skeerm B, for at se nsermere pa de fire
sidste kolonner. Som eksempel vil vi veelge sng&figb3 = 0,584906 (dette snit spille en vis rolle i
den musikalske fortolking, og valget er saledeg itizeldigt).

N | Store interval | lille intarval | stareinterv. | lille interv. | antal intery. ol spekirum [ alle oil
stagrrelse starrelzse antal antal ialt (keedebrgk) komvergenter

1 1 0 1 0 1 = 1 141 -
2 058490566 0.41509434 1 1 2 * 1 1482 -
3 041509434 016981132 2 1 3

4 0.245258302 016981132 2 3 5 * Z 3/5 -
5 016981132 0,07547170 5 2 7

B 0,08435962 007547170 5 7 12 = 2 12 -
7 0.07547170 001866792 12 g 17

8 005680377 0.01886792 12 17 24

4 0.03773565 001866792 12 29 a1

10 0.01886792 0,01886792 12 1 53 * 4 31453

Figur 4.1

Fra gennemgangen af den algoritme til beregnirdgkfgssekvensen, som er beskrevet i kap.2,
husker vi, at der pa visse steder af forlabet skesmbytning af det store og den lille intervalnbe
ne ombytning kan vi i ovenstaende eksempel fatietd farste kolonner, men den er ogsa marke-
ret med et kryds i den kolonne, hvor der som ovétskar "ombyt”. Det viser sig nu, at ombyt-
ningen er neert foroundet med snittets keedebrgksftiéing. Her tar jeg ikke forudseette, at alle ved
hvad en keedebrgk er, s& derfor farst en kort farda

En keaedebrgk kan populeert beskrives som en bragknaevner selv indeholder en brgk, hvis naev-
ner igen indeholder en brgk . . . og s& fremd@&ahyver almindelig brgk og enhver decimalbrgk
kan skrives som en kaedebrgk, og omvendt kan ekbedebragk reduceres til en almindelig brgk

eller en decimalbrgk. Hvis det oprindelige udtrykationelt, vil keedebrgken veere endelig, er det
irrationelt, vil keedebrgken veere uendelig.

| opstillingen herunder ses til venstre keedebrd&e1/53 (det snit der er valgt i eksemplet

fig.4.1), og i de efterfalgende opstillinger serwordan kaedebrgken nedefra reduceres, sé den
ender med at blive 31/53:
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En mere pladsbesparende méade at skrive ovennaediebkok pa er falgende opsaetning, hvor
man kun anfgrer fgrste led i hver linje (andet bt fungerer som teeller i naeste brgk i keeden, er

overalt 1); denne opseetning kaldes ogséa bresesisrum Det farste tal, efterfulgt af et semikolon,
angiver brgkens eventuelt heltallige del; i dattestde er det O:

31/53=[0;1,1,2,2,4]



Det vi nu skal laeegge meerke til er, at naevnernedigkassksfremstillingen subs. elementerne i
spektret trin for trin svarer til afstanden mellafmaerkningerne i tabellens "ombyt”-kolonne. Med
andre ord afspejler keedebrgken eller spektret, tiebstore og det lille interval bytter plads. Denn
afstand udregner programmet Igbende og noterermiste kolonne — som altsa dermed bliver en
fremstilling af snittets kaedebrgk eller spektrummBdig udregnes konvergenten, altsa den tilnger-
mede veerdi til snittet pa det pageeldende trin idliet (konvergenterne og deres beregning er om-
talt i kap.1 og 2). Her benyttes den metode methhsdivision, der er omtalt i kap’2

teeller = snit - neevner\ 1

Konvergenterne finder vi i neestsidste kolonnerstomgang udregnes kun konvergenterne pa de
pladser, der svarer til keedebrgkens ellers spskttementer. Dermed far vi nemlig en reekkeil-
lerende konvergentesaedes som vi sa det i fig.1.3, hvor det handbedelet gyldne snit og Fibo-
nacci-reekken. At konvergenterne er oscillerendsaalkiftevis stgrre og mindre end snittet, er
symboliseret ved de skiftevis opad- og nedadpegpitelé sidste kolonne. Som det fremgar af fig.
4.1, kan man ogsa veelge at fa udregnet konvergenper hvert trin i tabellen (man skal sa saette et
flueben i checkboksen "alle”).

* * *

Vi har nu set flere eksempler pa SBRLAGENERATORENKkan bruges til meget andet end til at gene-
rere skalaer med. Ved hjeelp af programmet kan skaegligggre sammenhaenge fra vidt forskellige
grene af matematikken, og mens vi er ved emnet lsaler, vil vi nu neermere undersgge en spe-
ciel type af disse, nemlig geeriodiske keedebrgkederved forstas kaedebrgker, hvor det samme tal
gentages uforandret. Et seerligt kendt eksempeleer det gyldne snit (0,618034), hvis keedebraks-
fremstilling bestar af lutter 1-taller:
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eller skrevet som spektrum: [0;1,1,1,1,1~] -

Nu kunne det veere interessant at finde de tal, dpektrum bestar af lutter 2-taller, 3-tallet, deta
for ikke at tale onsammensattperiodiske spektre som eksempelvis

[0;1,2,1,2,1,2----]

[0;2,3,2,3,2,3--:-]

[0;1,1,2,1,1,2----]

[0;1,1,3,1,2,3--:-]

Dertil kan SKALAGENERATOREN 0gsa bruges. Feelles for alle periodiske spektnewnlig, at tallet er
kvadratisk, dvs. kan skrives so(r’dg -Db)/c. Et sadan tal er netop det gyldne snit, der sosavil.
kap. er lgsningen pa ligningen x #E_(-l) / 2. For at undersgge de periodiske spektre me
systematisk har jeg tilfgjet en funktion $kALAGENERATOREN hvor formlen kan udregnes for

enhver veerdi af a, b og ¢, og hvor resultatet tiar&hin indsaettes som snit. Nar man pa
SKALAGENERATORENS Skaerm B klikker pa knappen "Aben kvadratiske’skommer denne lille

! Eksemplet kunne forlede til den opfattelse, atesgenten kan findes som forholdet mellem antallsma interval-
ler (teelleren) og summen af store og sma intenvéilevneren), for det passer her med de fire flsteergenter. Men
det er blot et tilfeelde.



REN'S Skaerm B klikker p& knappen "Aben kvadratiske”skommer denne lille "regnemaskine” til
syne:

Kwadratiske snit

“Wealg talvasrdier for
8. b og cifalgende udingd: I=gria) +b)/c

a= | 13 b=| -1 c= IT

Beregn udirykket: Beregn

Takseerdien er: 0.36R025403784439

Indsast udtryklket som snit: Indsast

Find det snit hvis keedebraks-
fremstilling udelukkende

hestar af dette tal: 1 0K

Tryk derefter p& Indssst og Ker

Figur 4.2

Bruger vi de tre veerdier, som er valgt i fig.4.8,abner vi dernaest tabellen, vil vi opdage, atavi h
fundet det tal, der har det periodiske spektrun?[Q;, 2, 1,2, 1 - - - -]

Ng | Store interval | lille interval | stare interv. | lille interv. | antal intery. oy spekirum [ alle oil
stgrrelse stgrrelse antal antal ialt (keedehbrgk) konwvergenter

1 1 a 1 0 1

2 063397460 0,36R02540 1 1 2 = 2 1412 -
3 0.36602540 0267945919 2 1 3 S 1 173 -
4 0.267945919 0.09807621 3 2 5

) 0,1649872498 0.09807621 K] ) a = 2 3/ -
6 009807621 0.07179677 i 3 11 S 1 411 -
7 007179677 002627344 11 8 19

a 0,04551 733 002627944 11 14 a0 = 2 11730 -
9 002627544 001923789 30 11 41 S 1 15/ 41 -
10 001923784 000704156 41 30 71

11 001219633 00070415k 41 71 1¢e = 2 414112 -
12 000704156 000515474 112 41 153 S 1 BE /163 -
13 0,00515478 0,007188678 153 112 2B5

14 0,003265800 0.00188678 153 25 418 = 2 163/418 -
15 000188674 000138122 414 153 R71 S 1 20a8/571 -
16 0007138122 0,0005055k 571 18 984

17 000087566 0,00050556 571 954 1560 = 2 571 /1560 -
18 0.00050556 0.00037010 1560 571 213 S 1 7807213 -
14 000037010 0,00013548 2131 1560 36491

20 000023463 000013546 213 369 5822 = 2 2131 /5822 -
21 000013546 0.00009517 hga2 2131 7053 S 1 2811 /7953 -

Figur 4.3

Leeg meerke til, at der i dette tilfeelde bestar enpsi forbindelse konvergenterne. Betegner vi to
efter hinanden fglgende brgker som henholdsyisdn og n/ dy, gaelder det nemlig at

N-t =rn-d+l



For at se, om det er muligt at fa gje pa et mgm$teholdet mellem formlen og spektret, har jeg
bl.a. systematisk gennemregnet denne version iailéor

(\/5+1)/2

for samtlige veerdier & mellem 1 og 50, og resultatet har jeg opstild¢mn tabel, som falger her.
Den heltallige del af spektret er udeladt, og p&tdder, hvor talvaerdien bliver rationel, er rubrik
ken med spektret tom, da et sddant tal jo ifglgess natur ikke har et periodisk spektrum:

formel | talveerdi spektrum formel| talveerdi spektrum
(V1 +1)/2 1 (V26 +1)/2| 3.04951( 20,5
(V2 +1)/2 ] 1.207107 4,1 (V27 +1)/2| 3.098076 10,5
(V3 +1)/2 | 1.366025 2,1 (V28 +1)/2| 3.145751 6,1,6,5
(V4 +1)2] 15 (N29 +1)/2/ 3.192582 5
(V5 +1)/2 | 1.618034 1 (V30 +1)/2| 3.238613 4,5
(V6 +1)/2 | 1.724745 1,2,1,1 (V31 +1)/2/3.283882 3,1,1,10,1,1,3,5
(N7 +1)/2 | 1.822876 1,4,1,1 (V32 +1)/2| 3.328427 3,22,3,5
(V8 +1)/2 [ 1.914213 1,10,1,1 (V33 +1)/2| 3.372281 2,1,2,5
(No+nr2| 2 (V34 +1)/2| 3.415476 2,2,2,5
(V10 +1)/2| 2.08113¢ 12,3 (V35 +1)/2| 3.45804( 2,5
(V11 +1)/2| 2.158312 6,3 (¥36 +1)/2] 3.5
(V12 +1)/2| 2.232051 4,3 (V37 +1)/2| 3.541381 1,1,5
(V13 +1)/2| 2.302776 3 (V38 +1)/2| 3.582207 1,1,2,1,1,5
(V14 +1)/2| 2.37082¢ 2,1,2,3 (V39 +1)/2| 3.622499 1,1,1,1,1,5
(V15 +1)/2| 2.436492 2,3 (V40 +1)/2/ 3.66227¢ 1,1,1,24,1,1,1,5
(V16 +1)/2| 25 (V41 +1)/2| 3.701562 1,2,2,1,5
(V17 +1)/2| 2.561553 1,1,3 (V42 +1)/2| 3.74037( 1,2,1,5
(V18 +1)/2] 2.62132C 1,1,1,1,1,3 (V43 +1)/2/3.7787191,3,1,1,12,1,1, 3, 1,
(V19 +1)/2| 2.67945C 1,2,8,2,1,3 (V44 +1)/2| 3.816625 1,4,2,4,1,5
(v20 +1)/2| 2.736068 1,2,1,3 (V45 +1)/2| 3.854102 1,5
(V21 +1)/2 2.79128¢ 1,3 (V46 +1)/2/3.891165 1,8,5,3,5,8,1,5
(V22 +1)/2| 2.84520¢8 1,5,2,5,1,3 (V47 +1)/2] 3.927827 1,12,1,5
(V23 +1)/2| 2.897916 1,8,1,3 (V48 +1)/2| 3.964102 1,26,1,5
(V24 +1)/2] 2.94949( 1,18,1,3 (a9 +1)/2 4
(V25 +1)/2] 3 (V50 +1)/2| 4.035534 28,7

Her fornemmer vi nok en vis form for mgnster, mehel langt fra tilstraekkeligt til, at vi uden vi-
dere kan slutte os til, hvordan en bestemt periidekommer. Denne version af formlen daekker
naturligvis ogsa kun en bestemt delmaengde af dediske spektre. Den omfatter f.eks.uige
monotone spektre (altsa de spektre der bestattef li+taller, 3-taller, 5-taller osv.), hvorimod v
leder forgeeves efter dige monotone spektre.

Imidlertid har vi allerede i kap.2 set, at spektrestdende af lutter 2-taller fremkommer, nar shitt

er v2-1. Dog kunne vi lige sa godt bare have Skreo@(eller mere genereI{/Ei n), for deci-
maldelen vil under alle omsteendigheder veere demgarin naermere undersggelse vil afslgre, at
delige monotone spektre fremkommer, nar ovennaevnte foraeiceres, sa den alene bestar af en
bestemt serie af kvadratrgdder. | den naeste téd® jeg de 6 forste led i denne serie. Det er ikke
sveert at gennemskue, hvad det nzeste led i raekkeg éermed er det ogsd muligt at udtrykke
princippet i en formel — men en formel der altsa kan bruges pa denne specielle serie). Prgv
selv!.



kvadratisk forn| talveerd |spektrun
\2 0,41421. 2
V5 0,23606: 4
V10 0,16227: 6
V17 0,12310! 8
26 0,09902( 1C
V37 0,08276:| 12

Skulle man fa lyst til at tage udfordringen opdet ogsa muligt at finde deellesformel for de lige

og de ulige monotone spektre. | det hele tageete @t spaendende omrade for matematiske skatte-
jeegere. BALAGENERATOREN tilbyder i denne forbindelse et godt veerktgj. Nhem ma vi igen hu-

ske, at irrationelle tal kun kan beregnes og intksestom tilnsermede veerdier. Pa et eller andet tids-
punkt af forlgbet vil elementerne i keedebrgkerr alpektret, ikke laeengere veere korrekte. Man bar
derfor ikke drage konklusioner om perioden, meddrerden i tabellen optreeder mindst to gange.

Der findes imidlertid ogsa en anden metode, hvormad systematisk og mere effektivt kan efter-
sage tal med periodiske spektre. Jeg vil ikke korimdepa denne metode her, men vil henvise til
min artikel Periodiske keedebrgkeq til programmet af samme navn. En enkelt fumkfra dette
program har jeg dog medtagetdiASAGENERATOREN. Som man kan se i fig.4.2 kan man sgge efter
det snit, hvis keedebrgksfremstilling udelukkendstdreaf et givet tal (altsa er monoton). Dette tal
indtaster man, hvorefter programmet sgrger foerest

* * *

Nar keedebrgkesudviklingen er monoton periodiskieeren klar forbindelse mellen konvergenter-
ne. Betragt engang dette eksempel, hvor snitte¢e®,236068 og perioden er 4:

Ng | Etore interval | lille interval | store intery. | lille intery. | antal intery. il spekirum [~ alle pil
starrelse starrelse antal antal ialt (keedebrgk) konwergenter

1 1 a 1 a 1

2 0.76393202 023606738 1 1 Z

3 0.62786405 023606795 1 ¢ 3

4 0.29179607 023606738 1 3 4 ® 4 174 -
2 023606798 005572804 4 1 5

] 018033984 006572809 4 ] g

7 012461180 005572809 4 q 13

8 006588371 0.05572809 4 13 17 > 4 4417 -
g 0055728049 001315562 17 4 21

10 0,04257247 0.01315562 17 21 3d

11 002941686 001315562 17 38 RA

12 001626124 001315562 17 1 72 ® 4 17472 -
13 0.01315562 0.00310562 72 17 84

14 0.01005000 000310562 72 849 161

15 000694438 0.00310562 72 161 233
16 000383876 000310562 72 233 308 = 4 724305 -

Figur 4.4

Her bemaerker vi for det farste, at teelleren fogieen konvergent er lig med den foregaende kon-
vergents naevner (altsa ganske som det er tilfagiddtdet gyldne snits konvergenter), og videre

bemeerker vi, at den fgr naevnte sammenhaeng mellevelgenterne: n ¢ = - d +1, ogsa
geelder her.

Naevneren er per definition lig med antallet afivédler i den pageeldende skala, og spgrgsmalet er
nu, om vi kan se et mgnster i den made, denne reekkikler sig pa. Betragt den fglgende opstil-



ling, hvor jeg har oplgst hver af reekkens tal et der begge selv, som raekke betragtet, er sam-
mensat af reekkens tal (de to sidste led er ikketagedli fig.4.4):

1-4+(=14
4.4+ =17

17 -4 +. = 7z
72-4+1 = 30¢
305-4+7 = 129
1292 - 4 + 3C = 547:

Nar perioden er defineret (i dette tilfeelde somog)yi kender et led i reekken, finder vi det neeste
led ved at gange perioden med det aktuelle ledidgra det foregaende led. Det kan vi udtrykke i
denne formel, hvor,sstar for det sggte led, s star for det aktuelle led, og s star for det forega-
ende led:

SS=%1-4 + 82
Det viser sig imidlertid, at formlen geelder fdte delingsforlgb, hvortil der svarer en monoton pe-
riodisk kaedebrgk. Kalder vi perioden p, kan formddtsa skrives som:

S =P t+ 82
| det tilfaelde, hvor p = 1, er det slet og ret ddassiske” definition pa Fibonacci-raekken. Vi har
med andre ord igen fundet en formel, der ogsa gadd&ibonacci-raekkens "sgskende”, og den

nye formel er tiimed mere anvendelig, end den ndfa kap.1, fordi vi undgar at skulle inddrage
stgrrelsen "antallet atgrreintervaller”.

Uden stgtte SKALAGENERATORENKan vi altsa nu som endnu et eksempel finde kaergerne, nar
perioden er 7:

beregning af naevner konvergenterr
1-7+(=17 1/7
7-7+. = 5C 7 15(C
50-7+ = 35 50/ 357
357 - 7+5 = 254¢ 357 / 254
2549 - 7+ 35 = 1820( 2549 /1820(
18200 - 7 + 25¢ = 12994 18200/ 12994

Efterfglgende kan vi sa ved hjeelpsafALAGENERATORENfa bekreeftet, at det er korrekt. Vi vil da
ogsa fa at se, hvordan det periodiske forlgb adfspsig i den grafiske fremstilling af skalaerne:

Figur 4.5
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Det er de trappeformede forlgb, vi skal laegge magitkaver af disse forlgb bestar af 7 trin (sva-
rende til perioden), og de beveeger sig skiftevisl imajre og mod venstre (svarende til den ombyt-
ning, der i tabellen ogsa er markeret med pileernayt forlab gentager sig inden for hvert enkelt



trappetrin i det foregaende forlgb. Pa figuren Wakun falge de farste tre forlgb, men hvis vi kun-
ne zoome ind pa detaljerne, ville vi se, at destetter i det uendelige.

* * *

Helt s& nemt gar det ikke, nar perioden ikke er obam— for ikke at tale om de tilfaelde hvor kaede-
brgksudviklingen slet ikke er periodisk. Ganske kan vi i begge disse tilfeelde stadig bruge den
sidste formel, men vi ma nu erstatte p (periode) ntet til enhver tid aktuelle tal i keedebrgken, og
desuden skal formlen nu anvendes pa teeller og maavaefor sig.

| denne udformning er metoden kendt sdtallis algoritmé. Den formuleres seedvanligvis sadan:
Lad N2, Nk.1 0g samt QQ.,, Dx.1 0g D« veere hhv. teellerne (latifkbominator) og neevnerne (latin:
Denominator) i tre pa hinanden falgende konvergehtat endvidere gvaere det led i keedebrg-
ken, der svarer til den k’'te konvergent. Der geettiefaglgende sammenhaeng:

Nk=0 Nec1+Ne2 09 [R=0: Dc1+ Dx2

Som eksempel vil vi afprave Wallis algoritme pa sigit, vi senere skal lzere at kende sousik-
kens gyldne snitog,(3/2) = 0,5849625. Spektret eller keedebrgken ettedilfeelde aperiodisk.
Begyndelsen af forlgbet fremstillessSk ALAGENERATOREN saledes:

N | Store interval | lille interval | stare interv. | lille interv. | antal intery. orlE spekirum [ alle oil
stgrrelse stgrrelse antal antal ialt (keedebrgk) korwvergenter

1 1 0 1 0 1 * 1 141 -
b 055496250 041503750 1 1 2 > 1 1/2 -
3 0.41503750 0.16932500 2 1 K]

4 0.24511250 016992500 2 3 5 * 2 3/5 -
5 0,16992500 0.07518750 5 P 7

B 0.0947 3751 007516750 5 7 12 * i 7z -
7 0.07518750 0.071955001 12 5 17

8 0055635749 0.0714955001 12 17 24

49 0.03608743 0.0195500 12 249 41 * 3 24/ 41 -
10 0.01955001 0.01653747 11 12 53 * 1 31753 -
1 001653747 000301254 b3 1 94

12 0,01352493 [0.00301254 hi 94 147

13 0.01051239 0.00301254 53 147 200

14 0,007494986 000301254 b3 200 2h3

15 0.004453732 0.00301254 hi 2h3 306 * G 179/ 306 -
16 0.00301254 000147478 306 53 354

17 0,00153776 0.00147475 306 KL BBL * b 3849/ 665 -
18 0.00147478 0.00006295 GRE 306 a1

Figur 4.6
Vi vil beregne konvergenten til 7. led (hvor depiektret star 5). Ombytter vi nu diverse indices
med tal, ser de to formler saledes ud:

N7=g-Ns+Ns o9 DB=g-Ds+Ds
Vi opsgger nu de respektive tal i tabellen og inteadem i formlen:
N;=5-31+24=179 og ;B5-53+41=306

Som vi ser, stemmer resultatet overens BI@IAGENERATORENS udregning: konvergenten er pa
dette trin 179 / 306.

2 Opkaldt efter John Wallis (1616-1703), professmatematik ved universitetet i Oxford; var bl.avitens lzerer.



Nar vi tolker forlgbet som som elelingssekvenkan vi imidlertid aflede taelleren direkte af naev-
neren, saledes som vi tidligere har set eksemplengimlig ved at at gange naevneren med snittet
og bortkaste den heltallige det (dvs. udfare etatselivision med 1). | eksemplet finder vi da teelle

ren sadan:
(306 - 0,5849625)\1 =179



